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Wojciech Kryszewski (L6dz)

Twierdzenie Perrona-Frobeniusa, Google i tenis

Matematyka uzyteczna jest pigkna,
a pigkna matematyka jest uzyteczna

1. Wstep

W ostatnim w 2018 roku numerze Newsweeka ukazat sie wywiad z Agniesz-
ka Radwanska, nasza najlepsza jak dotad tenisistka, przeprowadzony przez
Pawla Reszke, ktory w komentarzu redakcyjnym napisat: ,,Po sukcesie na ma-
tym Wimbledonie do startu zapraszaja ja organizatorzy warszawskiego J&S
Cup (...). Odpada dopiero w ¢wiercfinale, ale urywa seta Jelenie Dementiewej
(9. w rankingu!). Od tej pory ekspresem mknie na szczyt. Styczen 2005 ro-
ku - 941. miejsce w rankingu WTA. Grudzien 2006 - jest 57! W 2007 roku ma
26. miejsce. W 2008 r. wdziera si¢ do pierwszej dziesigtki”

Imponujacy awans: w ciggu niespelna 3 lat o wiecej niz 9oo pozycji w ran-
kingu $wiatowego tenisa! Tego typu zawrotne kariery widzi si¢ tez w innych
dyscyplinach sportu i nie tylko. Wszedzie tam, gdzie ma miejsce rywaliza-
cja (réwniez niebezposdrednia, jak na przyktad w przypadku czasopism, ktére
rywalizujg o czytelnika, lub partii politycznych, ktére zabiegaja o sympatie
wyborcéw) pojawiaja sie poréwnania dokonan, spadki w rankingach i spekta-
kularne wzrosty. Czy po to, aby awansowac z 9oo-tego miejsca do pierwszej
dziesiatki Radwanska musiata pokona¢ goo rywalek? Nie! Musiataby toczy¢
zwycieskie pojedynki codziennie przez 3 lata. Jak tego zatem dokonata? Na-
lezy tez zapytad, jak tworzy sie wiarygodne rankingi tenisistow, tekstow lub
czasopism naukowych badz stron internetowych?
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2. Rankingi

Nalezy rozrézni¢ charakter i metodologie w sporzadzaniu list, w kto-
rych poréwnuje sie i liczbowo wartosciuje dokonania sportowcdéw, dziatalnosé
przedsigbiorstw etc. poprzez ich uszeregowanie wedle okreslonych kryteriow,
tzn., mowiac jezykiem matematyki, ustalenie (liniowego) porzadku. W jezyku
angielskim funkcjonujg dwa stowa: standings and ranking. Pierwsze z nich
dotyczy zestawien: na przyklad liczby wyborcéow deklarujacych wybér kon-
kretnej partii politycznej lub kandydata na prezydenta, wysokosci spozycia
kawy w réznych krajach itp. To, oczywiscie, generuje porzadek: mozemy na
przyklad dowiedzie¢ si¢ (ku swemu zdumieniu), Ze najwiecej kawy pije sie
w... Finlandii, a Wlochy nie znalazly sie¢ nawet w pierwszej dziesigtce. Aby
byly wiarygodne, listy takie musza by¢ oczywiscie odpowiednio normalizo-
wane: czym innym jest na przyklad ogélna liczba cytowan artykuléw w da-
nych czasopi$mie, a czym innym jego impact factor (IF); podobnie inaczej
wyglada ogélne spozycie kawy (tu Wlochy przoduja), a inaczej jej spozycie
per capita.

Drugie z okreslen dotyczy raczej sposobu ustalania porzadku w wyniku
okreslenia relacji pomiedzy obiektami. Rdznice miedzy takimi listami mozna
zilustrowaé poprzez konfrontacje dwdch ,,rankingéw”: w jednym podajemy
liczbe pralek wyprodukowanych przez okreslonych producentéw sprzetu AGD,
w drugim uwzgledniamy jakos$¢ ich produktéw okreslong poprzez staranng
analize poréwnawcza.

Tak wigc, mimo ze najprosciej byloby wykorzysta¢ pomyst, wedle kto-
rego o wartosci zawodnika moéwi liczba wygranych przez niego pojedynkéw,
to nie o taki ,ranking” chodzi. Tak, jak ocena wartosci artykulu naukowego
tylko za pomoca liczby cytowan, tak mierzenie wartosci tenisistki liczbg wy-
granych przez nig setéw nie jest racjonalne. Wygrana w stu meczach z kiep-
skimi przeciwniczkami nie moze réwnaé si¢ z wygrang jednego spotkania
z klasowa rywalka. Znaczenie ma nie liczba wygranych, lecz jakos¢ pokonanych
rywali.

3. Ranking spektralny

Idea rankingu, o ktérej mowimy, jest stara. Juz w sredniowieczu istnialy
rankingi stawnych rycerzy i ich dokonan w turniejach rycerskich. Ale dopiero
w 1939 roku opublikowano pierwszg prace autorstwa statystykow angielskich
M. G. Kendalla i B. Babingtona Smitha (zob. [12]) na temat rankingéw sporza-
dzanych za pomocg $cistych metod matematycznych. Analizujg oni n obiektow
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z punktu widzenia wspdlnej cechy, powiedzmy ,,urody”. Poréwnanie dokony-
wane jest w parach (tzw. paired comparison): dla kazdej pary (i, j) okreslamy
a;j = 1, jezeli obiekt i jest ,tadniejszy” niz obiekt j oraz a;; = 0, gdy obiekt i
jest ,brzydszy” niz j. W ten sposob powstaje macierz A = [a;;], tzw. macierz
preferencji. Mocno upraszczajac, uwaza sie, ze kryterium w rankingu ,,urody” jest
znormalizowany wektor! sum wierszy, czyli wektor w = | Ae| "' Ae, przy czym
e=[1,1,...,1]7 jest wektorem o n wspétrzednych rownych 1, a | - | oznacza (tu
i ponizej) £!'-norme (a wiec |x|| = 7, |x;]), natomiast dla dowolnej macierzy
B, symbolem BT oznaczamy macierz do niej transponowang. W tej sytuacji
i-t3 wspdtrzedng w; wektora w jest (37 jo1 @i j)‘l 27:1 aij, »najladniejszy” jest
za$ obiekt i, ktorego ,miara urody” w; jest najwieksza. Metoda ta jest dalece
niedoskonata; gwoli sprawiedliwosci nalezy doda¢, ze autorzy nie ograniczyli
sie tylko do niej.

Istotnego postepu w spektralnej teorii rankingéw dokonal w 1949 roku
John R. Seeley [28], ktéry podczas analiz kwestii socjometrycznych zauwazyt,
ze Kendall i Smith nie biorg pod uwage tego, ze podczas poréwnania pary (i, j)
jeden z obiektéw moze by¢ ,,znacznie tadniejszy”. Innymi stowy uznal, ze osady
powinny by¢ wazone. ,Miara urody” w; obiektu i powinna by¢ znormalizowang
sumg miar urody obiektéw uznanych za brzydsze od i - tak wiec w = Aw. Aby
zapewnic istnienie punktu statego w, nalezato dokona¢ pewnych sensownych
modyfikacji. Kolejnymi krokami bylty: w 1952 roku rozprawa Wei [32], ktory
systematycznie badal rankingi sportowe stosujac teorie Perrona-Frobeniusa
oraz w 1953 roku artykul Katza [10]. Do dokladniejszego omdéwienia podejscia
Wei i Katza wrécimy jeszcze dalszym ciagu.

W latach piecdziesiatych i sze$¢dziesiatych ubiegtego wieku pewna (dre-
czaca nas do dzi$) kariere zrobila bibliometria, tzn. praktyka oceny dzialalnosci
naukowej za pomocg tzw. indeksu cytowarn. Upatruje ona w liczbie cytowan
podstawowego czynnika warto$ciujacego osiggniecia naukowe. Protagonistg
tej metody byl Eugene Garfield, lingwista i informatyk z Uniwersytetu w Pen-
sylwanii, ale przede wszystkim biznesmen, twoérca wspdtczynnika impact factor
oraz ,listy filadelfijskiej”, zalozyciel Institute for Scientific Information (ISI),
znanego dzi$ jako Thomson-Reuters ISI; obecnie wlasnos¢ korporacji Clari-
vate Analytics? ISI publikuje liste cytowan Science Citation Index (SCI), liste
Journal Citation Reports (JCR) podajaca IF czasopism naukowych i bardzo

' Wektory w C" utozsamiamy z macierzami wymiaru 7 x L.

* O dokonaniach Garfielda mozna przeczyta w jego przegladowym artykule [7]. Pisze on
tam ze specyficzng dozg autoironii: ,,I had considered as an alternative title for my talk Citation
Sanity and Insanity - the Obsession and Paranoia of Citations and Impact Factors. Others might
have preferred Uses and Abuses of Impact Factors”
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kontrowersyjng liste Highly Cited Researchers (zob. https://hcr.clarivate.com).
Bez watpienia (i niestety) bibliometria przyczynila si¢ do rozwoju technik ran-
kingowych, na czele ze znanym PageRank, w wiekszym stopniu niz badania
Kendalla-Smitha, Seeleya, Wei i Katza.

Ich prace znane byly garstce specjalistow. Stad podejscie spektralne do
rankingu bylo jeszcze kilkakrotnie i niezaleznie odkrywane. Duze znaczenie
miala poswigcona scientometrii (czyli poglebionej metodologii bibliometrii
Garfielda) praca Pinskiego i Narina [24] z 1976 roku, w ktérej mamy do czynienia
ze spdjna i niemal w pelni rozwinigta spektralng teorig rankingéw, oraz wazne
prace z 1977 roku [25,26] Saatyego, autora do dzis czgsto stosowanej techniki
Analytic Hierarchy Process (AHP) stuzacej organizacji, analizie i wartoscio-
waniu danych w celu podejmowania optymalnych decyzji. Zwiezty opis teorii
rankingu mozna znalez¢ w [31].

4. Rankingi sportowe

Wyniki Kendalla, Smitha i Wei znalazty kontynuacje w pracy Keenera [11]
21993 roku na temat rankingéw druzyn amerykanskiej ligi futbolowej. Rankingi
sportowe napotykaja na wiele trudnosci: nier6wng liczbe rozegranych spotkan,
rozstrzelone wyniki, brak porzadku liniowego w zestawieniach wynikow (gracz
A wygrywa z B, Bwygrywa z C, ktéry wygrywa z A), mozliwy brak bezposred-
nich spotkan pewnych zawodnikéw (szczegdlnie w sportach, w ktorych brak
rywalizacji ligowej, na przyklad w tenisie).

Dla przykladu rozwazmy pieciu tenisistow, ponumerowanych od 1 do 5,
oraz graf ilustrujacy przebieg ich rywalizacji (w okreslonym przedziale czaso-
wym), w ktérym strzatka z liczbg a;; od zawodnika o numerze j do zawodnika

o numerze i oznacza, ze j-ty zawodnik stracit a;; setéw z i-tym zawodnikiem.
Brak strzalki oznacza, ze dani zawodnicy ze soba nie grali. Tworzymy ,wyniko-
wyq” (5x5) macierz referencyjng A = [a;j]i<i,j<5» Przy czym a;; oznacza wartosé
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przegranej j-tego zawodnika z i-tym. Macierz A ma zatem postac

0 0 0 10 3
0 012 0 0
A=[a;]=[10 0 0 3 0
2000 0 0 14
3 20 0 0

Niech ¢; = Y7, a;; bedzie liczbg setéw straconych przez j-tego zawodnika
w spotkaniach z innymi. W naszym przypadku ¢; = 33, c; =2, ¢c3 =12, ¢4 = 13,
¢s = 17. Nastepnie tworzymy macierz ,,znormalizowang"

P=[pijlicij<ss  Pij= ac—]’ dlai,j=1,...,5,

to znaczy
0 0 0 1013 317
0 0 1212 0 0
P=11033 0 0 313 0 |. (1)
2033 0 0 0 1417

333 22 0 0 0

Z tej macierzy (kolumnowo) stochastycznej odczytujemy na przykiad, ze pierw-
szy z zawodnikow wygral 10 13 ogélnej liczby setéw przegranych przez czwar-
tego zawodnika. Jesli kazdemu zawodnikowi przypiszemy ,hipotetyczng” war-
to$¢ wj, przy czym j=1,...,5, to

n
w; = Zpijo.
j=1

We wzorze tym w; zalezy od wartosci w; wszystkich zawodnikéw, z ktérymi i
wygral, a takze od (procentowych) wysoko$ci wygranych p;;. W zapisie macie-
rzowym zachodzi réwnos¢

Pw = w, przy czym w = [wi, ..., w,] . (2)

Znajomo$¢ wektora w (ktory, jak widzimy, jest wektorem wlasnym macierzy P
o wartosci wlasnej rdwnej 1) umozliwia dokonanie rankingu: po prostu nalezy
uszeregowac jego wspotrzedne w porzadku malejacym.

Istotng kwestig jest dobor macierzy referencyjnej A. Zamiast powyzsze-
go rozwigzania mozna, w tzw. modelu uproszczonym, przyjac, ze a;j = 1, gdy
i wygral z j, a;; = 0 - gdy przegral oraz a;; = 1 2, gdy mial miejsce remis.
Niezlym rozwigzaniem jest przyjecie, ze a;; = s;; (sij + sji), przy czym s;; jest
liczbg punktéw zdobytych przez i w spotkaniu z j, natomiast sj; jest liczbg
punktéw zdobytych przez j w tym spotkaniu. Keener rozwaza jeszcze inne spo-
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soby definiowania macierzy A. Jest jasne, Ze od tego sposobu zalezy wektor w
rankingu.

Niewatpliwie jednak zasadniczym problemem jest istnienie rozwigzania
réwnania (2).

5. Teoria Perrona—-Frobeniusa

Macierze nieujemne i ich wlasnosci spektralne odgrywaja wazna role
w réznych zastosowaniach, na przyktad - jak widzieliSmy - w teorii rankingu.
Teorig, ktdrg opiszemy ponizej, zapoczatkowaly prace Oscara Perrona [22,23]
21905 11907 roku i Ferdinanda Georga Frobeniusa [4,5] z 1912 roku.

Perron (1880-1975) studiowal w Berlinie, Tybindze i Getyndze, doktory-
zowal si¢ w 1906 roku w Monachium pod opieka Carla von Lindemanna (tego
samego, ktory wykazal m.in., ze m jest liczbg przestepna), pracowal w Heidelber-
gu, a po I wojnie §wiatowej objat profesure w Monachium, gdzie pracowat przez
reszte zycia. Jego zainteresowania i osiggnigcia dotyczyly teorii macierzy, alge-
bry, analizy, réwnan rézniczkowych, teorii liczb i utamkéw tancuchowych. Byt
czlowiekiem niezwykle energicznym, prowadzil intensywne badania do konca
zycia: wystarczy wspomnie¢, ze osiemnascie spos$rod jego dwustu osiemnastu
prac powstalo po ukonczeniu przez niego 84 roku zycia.

Frobenius (1849-1917) studiowal i doktoryzowat sie w Berlinie pod opieka
Karla Weierstrassa; byt profesorem w ETH w Zurychu i uniwersytetu w Berlinie.
Jest uwazany za jednego z gtéwnych, obok Cayleya, Sylvestera i Weierstrassa,
tworcow algebraicznej teorii macierzy, a jego zainteresowania dotyczyly tez
teorii grup i algebr, réwnan rézniczkowych i teorii liczb.

Twierdzenia dowiedzione przez Perrona w latach 1907 i 1908 dotyczy-
ty wartosci i wektoréw wlasnych macierzy dodatnich i znalazty uogélnienie
w pracach Frobeniusa na temat macierzy nieujemnych. Zapewne ani Perron,
ani Frobenius nie mogli przewidzie¢, jak szerokie zastosowania miec¢ bedg ich
wyniki - wrécimy jeszcze ponizej do tej kwestii. W tym miejscu, nawigzujac do
motta niniejszego artykulu, zacytujmy Meyera, ktory w ksigzce [20] (zob. tez [9])
napisal:

Oprocz swojej uzytecznosci, teoria Perrona-Frobeniusa jest elegancka.
Potwierdza to, ze pickna matematyka predzej czy pdzniej staje sie uzyteczna,
a uzyteczna matematyka predzej czy pdzniej uzyskuje piekng postac.

Moéwimy, ze macierz A = [a;j]i<i<m, 1<j<n jest dodatnia i piszemy A > 0
(odpowiednio nieujemna, A > 0), gdy a;; > 0 (odpowiednio a;; > 0) dla
wszystkich i, j. Widmem macierzy kwadratowej A = [a;j]i<i j<n (bedziemy
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Oscar Perron i Georg Frobenius

moéwi¢ wylgcznie o rzeczywistych macierzach kwadratowych stopnia wiek-
szego niz jeden) nazywamy zbiér o(A) = {A € C : det(AI - A) = 0},
przy czym I jest (n x n)-macierza jednostkows; elementy widma nazywa sie
wartosciami wlasnymi. Oczywiscie widmo sktada si¢ z n liczb zespolonych,
ktére moga sie powtarzac. Promieniem spektralnym macierzy A jest liczba
r(A) = max{|A| : A € 0(A)}.Jesli A € g(A), to jadro N(AI - A) # {0}
i istnieje taki niezerowy wektor wlasny v € C", ze Av = Av; pare (1,v) nazywa
sie parg wlasng macierzy A. Wektory wlasne o wartosci wlasnej A (wraz z zerem)
tworzg podprzestrzen liniowa V) (A), tzw. przestrze#i wlasng, ktérej wymiar
mg(A) jest krotnoscig geometryczng A. Krotnoscig algebraiczng m,(A) nazywa
sie krotno$¢ A, jako pierwiastka rownania charakterystycznego det(AI-A) = 0.
Oczywidcie mgy(A) < my(A).

Ponizsze wyniki stanowia wierzchotek géry lodowej i pokazuja, jak bogata
i ciezka gatunkowo jest teoria Perrona-Frobeniusa. Tylko jej cze$¢ ma bezpo-
$rednie zastosowanie w teorii rankingu, reszta jest dopelnieniem. Prezentacja
nie ma niestety charakteru w pelni ,,chrono-logicznego” (ustalenie chronologii
i autorstwa wynikow nie jest catkiem mozliwe, a brak dowodéw pozwala na
odstepstwo od stricte logicznego porzadku).

Twierdzenie (Perrona). Jesli macierz A = [a;j]i<i,j<n jest dodatnia, to:
1°r:=r(a) >0, reo(A) oraz my(r) =1,
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2° istnieje dokladnie jedna para wlasna (tzw. para Perrona) (r, p) macierzy A,
gdziep>0i|p| =1

3° jesli (u,w) jest parg wltasng macierzy A orazw > 0,topu =riw = avdla
pewnego a > 0.

Dowdd twierdzenia Perrona (poza stwierdzeniem dotyczacym krotnosci
i punktu 3°) nie jest trudny. Istnienie wektora wlasnego p odpowiadajacego r wy-
nika z twierdzenia Brouwera o punkcie stalym. Takie uproszczone twierdzenie
Perrona brzmi nastepujaco:

Whniosek. Jesli A > 0, to r = r(A) i jest wartoscig wlasng A, ktérej odpowiada
nieujemny wektor wlasny.

Ten fakt bywa czegsto ilustracjg zastosowania twierdzenia Brouwera; do-
wod wykorzystujacy twierdzenie Banacha o punkcie stalym podano w artyku-
le [13]. Ciekawe, zZe rowniez twierdzenie Brouwera wynika (w bardzo niebanalny
sposdb) z twierdzenia Perrona (zob. [27]).

Twierdzenie Perrona jest prawdziwe przy zalozeniu, ze macierz A jest
pierwotna (ang. primitive), tzn. A > 0 oraz istnieje taka liczba m € N, ze A™ > 0
(m-ta potega macierzy A); wystarczy zauwazy¢, ze 0(A™) = {A" : L e 0(A)}.
Oczywidcie macierze dodatnie sg pierwotne, lecz nie na odwrot.

Przypomnijmy, ze widmem peryferycznym jest zbior m(A) := {1 € 6(A) :
A= r(A)}.

Twierdzenie (o widmie peryferycznym). Jesli A > 0 i a;; > 0 dla wszystkich
ie{l,...,n} tom(A) = {r(A)}. W szczegblnosci widmo peryferyczne macierzy
pierwotnej jest jednopunktowe.

Twierdzenie Perrona nie jest na ogét prawdziwe dla macierzy nieujemnych
(na przyklad dla macierzy [ 98 ]); widmo peryferyczne macierzy nieujemnych
nie musi by¢ jednopunktowe (na przyktad macierz [‘1) (1)] ma dwupunktowe
widmo peryferyczne). Zainspirowalo to Frobeniusa, ktory potrafil dostrzec
istote réznicy pomiedzy macierzami [} § | i[1]. Dla pierwszej macierzy twier-
dzenie Perrona jest stuszne, dla drugiej za$ nie. R6znica polega na tym, ze
pierwsza macierz ,miesza” osie plaszczyzny, podczas gdy druga zachowuje
0§ y.

Powiadamy, ze macierz A = [a;j]i<i j<n (niekoniecznie nieujemna) jest
redukowalna (ang. reducible), jezeli istnieje taki poduklad {e;,e;,,...,e; }
ukladu {e,, ..., e,} wersoréw osi, przy czym k € {1,...,n — 1}, dla ktorego
Ae;; €lin{e;,e;, ..., e; } przy dowolnym j € {1,..., k}. Macierz jest nieredu-
kowalna, gdy nie jest redukowalna.
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Widag, ze nieredukowalnos¢ zalezy tylko od polozenia zer w macierzy;
macierze dodatnie sg nieredukowalne. Nieredukowalno$¢ macierzy A jest wiec
réwnowazna nieredukowalnosci tzw. macierzy polgczen Q = [qijlii,j<n skoja-
rzonej z A, przy czym q;; = 1, gdy a;; # 01 q;; = 0 w przeciwnym przypadku.
Stad wynika, ze macierz A jest redukowalna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
taka macierz permutacji P, ze PTAP = [’é ’Z{], przy czym X, Z s3 macierzami
kwadratowymi.

Jesli z macierza A powiazemy graf zorientowany Ga o wierzchotkach
L,...,n,wktérym z wierzchotka j prowadzi droga do wierzchotka i, o ile a;; # 0,
to macierz A jest, jak latwo wykaza¢, nieredukowalna wtedy i tylko wtedy, gdy
graf Gy jest spéjny, tzn. z kazdego wierzchotka mozna dotrze¢ do kazdego
innego wierzchotka kierujac sie ,,$ciezkg” wzdluz krawedzi zorientowanych
(zob. [17]).

Czytelnik bez watpienia dostrzegl zwiazek podejscia grafowego do macie-
rzy i ich nieredukowalnosci z macierzami preferencyjnymi. W uproszczonym
modelu Keenera (lub w modelu Kendalla i Smitha) nieredukowalno$¢ macie-
rzy A oznacza, ze kazdych dwdch graczy mozna poréwnac poprzez seri¢ wygra-
nych. Tego typu sytuacja nie jest w sporcie catkowicie naturalna. Wprawdzie
zawsze dwoch (czynnych) zawodnikéw, powiedzmy A i B, mozna ,,polaczy¢” po-
przez pewnych takich graczy A;, ..., Ay, ze A= Aggralz A, A1z Ay, ..., Ak
grat z Ay = B, to jednak trudno zaklada¢, ze kazde z tych spotkan konczylo sie
wygrang A;_;. Mozna bowiem wyobrazic¢ sobie ,pogromce” - zawodnika, ktory
wygrywa ze wszystkimi. Powoduje to konieczno$¢ odpowiedniej modyfikacji
macierzy preferenciji.

Jesli A > 0, to A jest nieredukowalna wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowol-
nych i, j e {1,...,n} istnieje takie k = k(i, ), ze (A¥);; > 0. Chodzi oczywiscie
o wspolczynnik macierzy A¥ stojacy w i-tym wierszu i w j-tej kolumnie. Czy-
telnik dostrzeze zapewne, ze dla dowolnej macierzy A > 0 wyraz (AF); ; jest
dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy w grafie G, istnieje $ciezka dlugosci k prowa-
dzaca z j do i. Z tg obserwacja wiaze si¢ ciekawa charakteryzacja dynamiczna
nieredukowalno$ci.

Twierdzenie. Rozwazmy problem Cauchyego x = Ax, x(0) = X, przy czym
A > 0, i jego rozwigzanie x(t) = e" xo. Macierz A jest nieredukowalna wtedy
i tylko wtedy, gdy x(t) > 0 dla dowolnego warunku poczgtkowego xo > 0i t > 0
(réwnowaznie, macierz e™ jest dodatnia).

Mozna tez wykaza¢, ze nieujemna macierz A jest nieredukowalna wtedy
i tylko wtedy, gdy (I+A)"' > 0 (zob. [6]).
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Jest jasne, ze macierz pierwotna jest nieredukowalna, lecz nie na odwrot
(na przyklad wspomniana wyzej macierz [8 B ] jest nieredukowalna, lecz nie
jest pierwotna). Od Frobeniusa pochodzi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie. Macierz A > 0 jest pierwotna wtedy i tylko wtedy, gdy jest nieredu-
kowalna oraz n(A) = {r(A)}.

Stad mamy kolejny warunek dostateczny pierwotnosci: jesli macierz jest
nieredukowalna i a;; >0dlaie {l,...,n}, to A jest pierwotna.

Gdy wezmiemy pod uwage powyzsze rozwazania, otrzymujemy zapowie-
dziany rezultat.

Twierdzenie (Frobeniusa). Zaldzmy, ze macierz A > 0 jest nieredukowalna.
Wowczas:
Pri=r(A)>0,rea(A)imy(r)=1,
2° istnieje doktadnie jedna para wtasna (r,p) dla A, przy czymp > 0i|p|| =1,
3° jesli (u, w) jest parg wltasng macierzy A orazw > 0,tou=riw = avdla
pewnego « > 0,
4° widmo peryferyczne n(A) sklada si¢ dokladnie z k punktow Ao, ..., Ax_y,

przy czym k jest tzw. indeksem niepierwotno$ci’ macierzy A oraz A; =

re?™ K jest wartoscig wlasng o krotnosci réwnej 1,

o . A p 2
5° widmo o (A) jest niezmiennicze ze wzgledu na obrdt plaszczyzny o kgt 7.

Dowod twierdzenia Frobeniusa jest dalece nietrywialny. W literaturze
mozna znalez¢ dowody analityczne, czysto algebraiczne, lecz takze oparte na
rozwazaniach probablistycznych lub wynikajace z teorii spektralnej (o réznych
dowodach pisze na przyktad MacCluer w artykule [18]). Najczgsciej autorzy ida
sladem Wielandta, ktéry w 1950 roku opublikowat przetomowa prace [33] z pel-
nym dowodem powyzszego twierdzenia, uzupetnionym o tzw. wzér Collatza—
-Wielandta.

Twierdzenie (wzor Collatza-Wielandta). Jesli macierz A > 0 jest nieredukowal-
na, to zachodzi réwnosé

Ax); Ax);
max min (Ax); =r(A) = min max ( X)l,
x20 I<isn x; x20 I<isn  x;
x;#0 x;#0

przy czym (AX); = X7, aijx;.

3 Jesli det(AL — A) = A" + c A" + ;A" %2 4+ ... 4 ¢ A"7K przy czym wypisano tylko
niezerowe wspdlczynniki, indeksem niepierwotnosci nazywa sie liczbe k = NWD{ki, ..., ks}.
Dla macierzy pierwotnych liczby ki, .. ., ks sa wzglednie pierwsze.
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Ten ciekawy fakt dodatkowo wskazuje na role macierzy nieredukowal-
nych. Dla dowolnej macierzy nieujemnej A mamy bowiem tylko nastepujace
oszacowania:

min ) a; <max ) a;;, min ) a;;<r(A)<max) a;

1<z<n 2 l] 1<ign JZ: g Ijsn Z A ( Isjsn i Z e

Twierdzenia Perrona i Frobeniusa wyczerpuja wyniki egzystencjalne. Jak

jednak obliczy¢ pare wlasng Perrona (szczegdlnie, gdy wymiar macierzy jest
duzy, co wyklucza obliczenia reczne)?

Twierdzenie (metoda potegowa). Jesli widmo peryferyczne n(A) = {r(a)},
r = r(A) jest pélprostg wartoscig wlasng, tzn. my(r) = mg(r) i wektor vy € C"
nie jest prostopadly do przestrzeni wlasnej V,(A), to cigg v = | A¥vo| ' AFvy,
przy czym k > 1, jest zbiezny do (znormalizowanego) wektora wlasnego odpowia-
dajgcego r. W szczegdlnosci, jesli A jest macierzg pierwotng, to wektor Perrona
jest rowny granicy* limy._, o, |AFe| ' Ake.

Z punktu widzenia zastosowan rankingowych szczegdlnie interesujacy
jest przypadek macierzy stochastycznych. Macierz P = [p;; : 1< i,j<n] >0
jest (kolumnowo) stochastyczna, jesli dla dowolnego j =1,. .., n zachodzi wzér
Y1 pij = 1. Widag, ze dla macierzy stochastycznej r(P) = L.

Twierdzenie (Perrona-Frobeniusa dla macierzy stochastycznych). Jesli P jest
nieredukowalng macierzg stochastyczng, to r = r(P) =1 jest jednokrotng war-
toscig wlasng o dodatnim (znormalizowanym) wektorze wlasnym Perrona p.
Dodatkowo, jesli macierz P jest pierwotna, to p = % limy_, o Pke.

Ten fragment zakonczymy rezultatem, ktére pokazuje sile twierdzenia
Frobeniusa.

Twierdzenie. Niech A > 0. Macierz A jest nieredukowalna wtedy i tylko wte-
dy, gdy zachodzg warunki 1° oraz 2° z twierdzenia Frobeniusa. Macierz A jest
pierwotna wtedy i tylko wtedy, gdy oprécz tego i widmo peryferyczne n(A) jest
jednopunktowe.

6. Algorytm Google PageRank, ranking witryn internetowych

Podobnie jak James Watt, ktory udoskonalit, ale przede wszystkim roz-
powszechnil i opatentowal maszyny parowe, a dzieki dobremu zmystowi do
intereséw dorobit si¢ duzego majatku, tak Larry Page i Sergey Brin (obaj uro-

* Szybkos¢ zbieznosci iteracji mozna oszacowaé. Znana jest takze tzw. odwrotna metoda
potegowa pozwalajaca na iteracyjne obliczenie promienia spektralnego.
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Sergey Brin i Larry Page

dzeni w 1973 roku), 6wczesnie doktoranci na Uniwersytecie Stanforda, umiejet-
nie wykorzystali i wdrozyli do oceny warto$ci witryn internetowych metode
rankingu opartg na teorii Perrona-Frobeniusa. Po jej opatentowaniu pod nazwa
PageRank w USA (obecnie wlascicielem patentu jest Uniwersytet Stanforda)
Page i Brin wystartowali z firmga Google Inc. i jej flagowym produktem w postaci
wyszukiwarki internetowej Google (nalezy zauwazy¢, ze PageRank to metoda
rankingu, a nie wyszukiwarka - to jest zupelnie inna sprawa).

Ta znana kazdemu i uzywana na catym $wiecie (moze poza Chinami)
przegladarka zapewnila jej tworcom stawe i majatek i — niestety — zapomnienie
wielu innych ,,bohateréw” teorii rankingu. Prekursorami w zakresie rankin-
gowania stron internetowych byli Massimo Marchiori z Uniwersytetu w Pa-
dwie, twdrca pierwszej publikacji [19] z 1997 roku na temat analizy odniesien
i polaczen w internecie, Jon Kleinberg, tworca algorytmu HITS z 1998 roku
(konkurencyjnego z PageRank), Robin Li, autor algorytmu RankDex z 1996
roku, oraz Lawrence Page, autor prototypu narzedzia do hierarchizowania stron
z 1998 roku. Kropke nad i postawili Page, Brin, Rajeev Motwani i Terry Wi-
nograd, ktorzy w 1999 roku opublikowali niemal ostateczng wersje algorytmu
PageRank Google Search Engine (nazwa pochodzi od nazwiska Page’a, zob.
tez [21]). Nowoscia bylo wzbogacenie algorytmu o mechanizm tzw. ttumienia
(ang. damping), w czym zresztg autorzy idg sladem Katza. O reszcie zadecydowal
wspanialy sukces komercyjny Google, marketing i public relations. Nieduza,
dysponujaca poczatkowo niskim budzetem wyszukiwarka zaczeta skutecznie
rywalizowa¢ z gigantami internetowymi. Sam algorytm PageRank jest obecnie
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przedmiotem wielu modyfikacji, dalszych udoskonalen, ktoérych nie sposéb
przedstawi¢ w tym miejscu; zainteresowanego czytelnika odsytam do internetu,
gdzie mozna znalez¢ setki stron na ten temat (zob. tez [15]).

Idea PageRank jest taka, jak poprzednio — o wartosci witryny interne-
towej nie moze $wiadczy¢ tylko liczba jej odwiedzin przez internautéw, ani
liczba odnosnikéw (powszechnie zwanych ,,linkami”) do tej strony. Wazne jest
z jakich i ilu stron prowadzg linki do ocenianej strony”. Z tego punktu widze-
nia najlepiej sprawdza si¢ badanie struktury powiazan (hyperlink structure).
W PageRank (PR) zastosowana jest metoda nadawania stronom internetowym
okreslonej wartosci liczbowej, oznaczajacej jej jakos¢; wartosé PR zalezy glownie
od wspolczynnika Link Popularity (LP). Strony o wysokim PR majg przewaznie
lepsza pozycje w wyszukiwarkach oraz wyzsza ogladalno$¢. Nalezy jednak pa-
mietac, ze PR jest tylko jednym z wielu czynnikéw decydujacych o pozycji danej
strony wéréd wynikéw wyszukiwania i niekoniecznie odzwierciedla jakos¢ tych
stron. Bez watpienia jednak wplywa na liczbe odwiedzin danej strony (i w ten
sposdb - jak zobaczymy - ponownie wplywa na ranking).

Omowimy te metode ogélnie dla sieci sktadajacej si¢ z n stron 1,2, ..., n.
Najpierw tworzymy macierz G = [gi;]i<i,j<n W nastepujacy sposéb: gi; = 1, gdy
istnieje link ze strony j do strony i. Przyjmujemy, ze g;; = 0 dla dowolnego i.
Ponadto niech ¢; = }.i_, gij, a zatem c; jest liczbg linkéw wychodzacych ze
strony j.

Przyjmijmy dalej, Ze p;; = % (jesli ¢ = 0, tzn. ze strony j nie wychodzg
zadne linki, to przyjmujemy, ze g;; = 0 dla wszystkich i; wtedy tez p;; = 0).
Liczba p;j jest wiec prawdopodobienstwem zdarzenia polegajacego na tym, ze
bedac na stronie j wybierzemy link do strony i.

Tworzymy macierz polgczeri P = [ pijlici j<n- Macierz P jest niestety tylko
~prawie” stochastyczna, bo dla strony j, z ktérej wychodzg jakies linki, mamy
Y11 pij = 1. Problem stanowig strony ,wiszace” (ang. dangling), z ktérych zadne
linki nie wychodza. S3 to ci ,pogromcy” w modelu sportowym Keenera lub
»najpigkniejsi” w modelu Kendalla i Smitha. Jezeli j jest taka strong, to ¢; = 0,
a to wlasnie znaczy, ze p;; = 0 dla wszystkich i.

Intuicyjnie jasne jest, ze jezeli stronie j przypiszemy ,,hipotetyczng” war-
to$¢ w, to warto$¢ w; strony i powinna spetniac zalezno$¢

w; = Zpijo, (3)
=

> Jakaz szkoda, ze podczas liczenia glosow wyborczych lub indeksu cytowan autora nie
bierze si¢ pod uwage kwalifikacji wyborcéw, cytujacych prace albo jakosci prac, w ktérych takie
cytowania wystepuja... Ale jest to temat na odrebna dyskusje.
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ktdra orzeka, ze warto$¢ w; zalezy od wartosci w; wszystkich stron j, z ktérych
z prawdopodobienstwem p;; mozna dojs¢ do strony i. W zapisie macierzowym
formula (3) oznacza, ze

Pw = w, przy czymw = [wy, ..., wy,]".
Oczywiscie istnienie i znajomos¢ wektora w (ktdry - jak widzimy - jest wekto-
rem wlasnym o wartosci wlasnej réwnej 1) umozliwia dokonanie rankingu: po
prostu nalezy uszeregowac jego wspolczynniki w porzadku malejacym.

Gdyby byto wiadomo, ze macierz P jest stochastyczna i nieredukowalna,
to zagadnienie znalezienia wektora rankingowego w sprowadzatoby sie do twier-
dzenia Perrona-Frobeniusa: wektor w wyznaczony jest wtedy jednoznacznie.
Problem w tym, ze macierz P czesto nie jest stochastyczna, bo w sieci znajduja
sie strony ,wiszgce”; ponadto na ogél macierz polaczen (nawet, jesli jest stocha-
styczna) nie jest nieredukowalna, co zreszta przy bardzo duzej sieci jest trudne
do zweryfikowania. Potrzebne sg wigec dodatkowe modytikacje, tzw. ttumienie
i wybor wstepnej preferencji.

W pierwszym kroku nalezy ,,pozby¢” sie stron wiszacych. Przecietny inter-
nauta znalazlszy si¢ na stronie, z ktorej nie wychodzg linki, losowo z prawdopo-
dobienstwem 1 #n wybierze adres jednej z pozostalych stron (niewykluczone, ze
tej samej). Innymi stowy, do linkéw istniejacych realnie dodajemy ,wirtualne”
linki prowadzace od wiszacej strony j do wszystkich innych stron (wlacznie
ze nig samga). Uwzgledniajac to, zastepujemy zerowa j-ta kolumne macierzy P
kolumng wyrazéw p;; = % dla dowolnego i. Tak powstala nowa macierz P jest
juz stochastyczna. Niestety, ta macierz na og6! nie jest jeszcze nieredukowalna.

Druga modyfikacja polega na przyjeciu racjonalnego zalozenia, ze in-
ternauta znajdujacy sie na dowolnej stronie albo z prawdopodobienstwem
a € (0,1) wybierze jeden z dostepnych linkéw (istniejacych badz ,wirtualnych”)
oferowanych na tej stronie albo, zdajac si¢ na ,,slepy los”, z prawdopodobien-
stwem 1 — « (tzw. decay factor) wybierze w przegladarce jaki§ nowy (sposrod
dostepnych) adres URL (w praktyce PageRank uzywa doswiadczalnie spraw-
dzonej wartosci a = 0,85). Tym sposobem powstanie nowa macierz potaczen

R=aP+(1-a)V,

przy czym V = [v;i]i<i j<n jest macierza polaczen, w ktérej z rownym prawdo-
podobienstwem %
Inaczej to ujmujac, a (tzw. wspolczynnik ttumienia) jest wagg, z jaka na ranking

mozna doj$¢ z kazdej strony do kazdej innej, a wiec v;; = 1 n.

oddzialuje macierz polaczen, (1 - «) zas jest wagg, z jaka na ranking ostateczny
oddziatuje los.
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Tak otrzymana macierz R, zwana macierzg rankingowg, jest juz stocha-
styczna i dodatnia. Wektor rankingowy w = Rw jest zatem wyznaczony jedno-
znacznie i mozna go efektywnie wyznaczy¢ stosujgc metode potegows.

7. Ponownie ranking sportowy

Wréé¢my w tym miejscu do modelu rankingu sportowego. Zatrzymali-
$my sie tam na wzorze (2), w ktérym macierz (1) jest stochastyczna, lecz -
podobnie jak przed chwilg - nie jest nieredukowalna. Jedna uwaga jest tu na
miejscu — omawiajac ranking Keenera, celowo przyjelismy brak ,,pogromcy”,
tzn. odpowiednika strony ,wiszacej”. Wiemy jednak, ze w rzeczywistosci bywa-
ja zawodnicy niezwyciezeni (przynajmniej okresowo). Gdyby dopusci¢ taka
sytuacje, potrzebna by byla rowniez pierwsza z modyfikacji. Jak, w warunkach
rankingu sportowego, mozna ja racjonalnie wyjasni¢? Ot6z motywacja dla
zastgpienia kolumny zerowych przegranych takiego niezwyciezonego zawod-
nika kolumnag niezerowg jest uznanie, ze taki gracz moégt z prawdopodobien-
stwem 1 5 (lub 1 n, gdy jest n graczy) przegra¢ z kazdym innym. Nie jest to
by¢ moze najlepsze rozwiazanie, bo tym sposobem niepotrzebnie ,,karzemy”
mistrza.

Zalézmy jednak, ze macierz preferencyjna (1) jest stochastyczna. Aby za-
pewnic¢ jej nieredukowalnos¢, stosuje sie modyfikacje podobna do zastosowanej
powyzej. Otéz przyjmuje sig, ze macierza rankingu sportowego jest

R=aP+(1-a)V,

przy czym « € (0,1), V = evl,av = [v,...,v5]" jest wektorem preferencji

poczgtkowych (zatem v;; = v; dla dowolnego j) oraz |v|| = 1. Wziecie takiej
macierzy V (wyznaczonej przez wektor v) uzasadnione jest na przyktad wcze-
$niejszymi rankingami danego zawodnika, jego nabytymi kontuzjami itp., czyli
czynnikami, ktore a priori moga wplywaé na jego warto$¢. Warto$¢ a jest —
podobnie jak w przypadku PageRank - waga, z jaka na ostateczny ranking
wplywaja rozgrywki i z jaka o rankingu decyduja wstepne preferencje. Oczywi-
$cie rowniez w przypadku PageRank mozna rozwazy¢ taka definicje V, ktéra
odzwierciedlataby poczatkowe preferencje (sa strony a priori ciekawsze... dla
internautow).

7.1. Rzeczywistos¢. Omowilismy kilka technik sporzadzania list rankingowych
w sporcie lub w internecie. W rzeczywistosci zrzeszenia zawodnikow licza
tysigce graczy, a sieci internetowe skladajg si¢ z milionéw stron i milionéw
potaczen. Ale idea poszukiwania macierzy rankingowej R i jej wektora wlasne-
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go w pozostaje niezmieniona. Oczywiscie prowadzone obliczenia wymagaja
ogromnych zasobow obliczeniowych (jakkolwiek o niewielkiej zlozonosci) oraz
nieustannych aktualizacji, co tez wymaga uwagi i nie dzieje sie za kazdym razem
»0d nowa”. Jak powiedzial Clive Moler (twérca MatLaba), ,,PageRank stanowi
najwigksze na $wiecie obliczenia macierzowe”

Podczas wyszukiwania interesujacych stron internetowych stosowane
sg rézne metody. Majac dane zapytanie, wyszukiwarka nadaje stronie ,war-
tos$¢” wedlug metody PageRank (lub innej stosowanej przez okreslong wy-
szukiwarke), ale takze bierze pod uwage czestos¢ wystepowania stow w za-
pytaniu, ich blisko$¢ lub obecnos¢ w nagtéwkach itp. Wiele z tych dodat-
kowych metod pozostaje §cisle strzezong tajemnica. Algorytmy rankingowe
uruchamiane s3 czesto (dwa, trzy razy w tygodniu), gdyz strony interneto-
we s3 bezustannie modyfikowane, dodawane i usuwane. Obecnie PageRank
nieco traci na znaczeniu. Wynaleziono wiele metod i technik ,,0szukiwania”
rankingow, tworcy i wlasciciele stron stosujg rézne manipulacje, aby znalez¢
sie jak najwyzej w zestawieniach (ze zrozumialych wzgledéw), na przyktad
tworzy si¢ sztucznie wiele niepotrzebnych linkéw. Aby temu przeciwdziatac,
opatentowano mniej lub bardziej skuteczne metody. Z kolei twdrcy metod
rankingowych pracuja nad wariantami i ulepszeniami metod rankingowych,
na przykltad nad wersjami spersonalizowanymi. Chodzi o to, by przeprowa-
dzany ranking dotyczyt nie wszystkich stron (tak, jak to na ogél ma miej-
sce), lecz tylko stron zawierajacych stowa z zapytania (tzw. topic-sensitive Page-
Rank, zob. [8]) i byl mozliwie dalece dostosowany do uzytkownika (stad biora
sie wielce ucigzliwe pliki cookies) albo Trust-Rank stosowany do zwalczania
spamu.

8. Rozwoj teorii Perrona-Frobeniusa

Teoria spektralna macierzy, poza wieloma réznymi zastosowaniami, roz-
wijala si¢ (i nadal rozwija). Trudno zaprezentowac wszystkie kierunki rozwoju;
ogranicze sie zatem do zdawkowego opisu kilku aspektow.

8.1. Algebraiczna nieujemnos¢. Méwimy, ze macierz A jest algebraicznie dodat-
nia (odpowiednio, nieujemna), gdy istnieje taki wielomian rzeczywisty f, ze
f(A) jest macierza dodatnig (nieujemng). Na przyktad macierz [ _1122 _11 22] jest
algebraicznie dodatnia, lecz zZadna jej potega nie jest dodatnia (czyli nie jest
ona pierwotna). Praktycznie cala teoria Perrona-Frobeniusa, z dos¢ oczywi-
stymi modyfikacjami, zostala przeniesiona na przypadek takich macierzy (zob.

m.in. artykut [13]). Na przyklad okazuje sie, ze macierz A jest algebraicznie
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dodatnia wtedy i tylko wtedy, gdy ma jednokrotng wartos¢ wtasng A € R, ktorej
odpowiadaja dodatnie wektory wtasne v dla A i v’ dla AT,

Szczegolny przypadek stanowia macierze quasi-nieujemne, tj. takie, ze
ajj > 0 dla dowolnych i # j (znane sg tez pod nazwg macierzy Metzlera, lub
M-macierzy). Nietrudno udowodni¢, zejedli f(x) = a+x,to f(A) =al + A >0,
oile a jest dostateczne duze. Latwo wykaza¢, ze jesli A jest macierza quasi-dodat-
nig, to wartoscia wtasng, ktdrej odpowiada dodatni wektor wlasny, jest tzw. ogra-
niczenie spektralne, czyli liczba s(A) := max{9RA : A € 0(A)} - (zob. [1]). Jesli
A jest macierzg nieujemng, to s(A) = r(A). Macierze quasi-nieujemne maja
wiele zastosowan w biologii (zob. [30]); interesujaca jest rowniez ich interpreta-
cja geometryczna. Mianowicie, macierz A jest quasi-nieujemna wtedy i tylko
wtedy, gdy dla dowolnego u > 0, Au nalezy do stozka stycznego do oktanta
R} ={ueR" : u> 0} w punkcie u.

8.2. Podejscie poprzez stozki. Latwo zobaczy¢, ze macierz A jest nieujemna wtedy
i tylko wtedy, gdy Au > 0 dla dowolnego u > 0, tzn. A(K) c K, gdzie K = RY.
Zalézmy, ze K c R" jest dowolnym stozkiem (czyli takim zbiorem wypuklym, ze
jeslix € Kil > 0,to Ax € K). Bardzo ciekawy wariant teorii Perrona-Frobeniusa
dotyczy tzw. macierzy K-nieujemnych (zob. [1]). Macierz A jest K-nieujemna,
gdy A(K) c K (oraz K-pierwotna, gdy A(K ~ {0}) c IntK). Teorie te nazywa
si¢ takze (skonczenie wymiarows) teorig Kreina—Rutmana (zob. tez [16,29]).
W tym kontekscie mozna tez rozwija¢ teori¢ macierzy spetniajacych wyzej
wspomniany warunek geometryczny, tzn. macierzy stycznych do stozka K.

8.3. Nieskoriczenie wymiarowa teoria Perrona—Frobeniusa. Méwimy na ogo6l
o teorii Kreina—Rutmana: mamy tu do czynienia z teorig operatoréw w prze-
strzeniach Banacha X wyposazonych w stozek K, o ktorym najczesciej zaktada
sie, ze jest totalny, tzn. roznica algebraiczna K — K jest gesta w X. Przedmiotem
badan s3 operatory liniowe ograniczone (lub nieograniczone) A zachowujace
stozek, tzn. A(K) ¢ K (lub A(Kn D(A)) c K, gdzie D(A) jest dziedzing
A). Dobrym wprowadzeniem do tej niezwykle ciekawej i uzytecznej (m.in.
w réownaniach czastkowych) teorii jest ksigzka [3]. Typowy rezultat stanowi
twierdzenie Kreina-Rutmana, ktére orzeka, Ze dowolny zwarty operator ograni-
czony o dodatnim promieniu spektralnym i zachowujacy stozek ma pare wlasna
(r(A),x), przy czym x € K ~ {0}.

Nieliniowa teoria Perrona-Frobeniusa dotyczy nieliniowych operatoréw
zachowujacych stozki (w skonczenie wymiarowej przestrzeni wektorowej — zob.
ksigzke [16], lub w przestrzeni Banacha - zob. na przyklad prace [2]) i ich uogdl-
nionych wartosci wlasnych.
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Tutaj musimy zakonczy¢ ten zwiezly przeglad réznych teorii, ktére maja
korzenie w twierdzeniach Perrona i Frobeniusa. Dowodzi on niezbicie poten-
cjatu, ktory w tych twierdzeniach tkwi.

9. Inne zastosowania teorii Perrona-Frobeniusa

Poza zastosowaniami w spektralnej teorii rankingéw, teoria Perrona—Fro-
beniusa znalazta szereg waznych zastosowan w wielu dziedzinach matematyki
i nie tylko (zob. m.in. [1,18]). Nie sposéb wymieni¢ ich wszystkich - ograniczy-
my si¢ wiec tylko do wypunktowania niektdrych:

— teoria procesow Markowa — wektor Perrona odgrywa tu role tzw. rozkladu
niezmienniczego lub stacjonarnego,

- teoria grafow, kolejek, socjometria, sieci neuronowe,

- modelowanie ekonomiczne Leontiewa, w szczegdlnosci teoria ksztaltowa-
nia tzw. cen sprawiedliwych oraz badanie zaleznosci pomiedzy réznymi
galeziami gospodarki — wektor Perrona pelni role wektora zaopatrzenia
rynku,

- dynamika populacyjna w modelu Lesliego - opisuje miedzy innymi popu-
lacje rodzaju zenskiego w réznych gatunkach,

- prawo réwnowagi Walrasa w gospodarce konkurencyjnej — rownowage

zadaje warto$¢ wlasna Perrona-Frobeniusa,
metody numeryczne w réwnaniach czastkowych,

topologia niskich wymiaréw - okazuje sie, ze twierdzenie Perrona stanowi
zasadniczy krok w klasyfikacji Thurstona homeomorfizméw powierzchni,

epidemiologia — warto$¢ wlasna Perrona wyznacza tzw. prog Kermacka—
—~McKendricka w pewnych modelach epidemiologicznych,

- mechanika statystyczna,

iteracyjna teoria macierzy — twierdzenie Steina-Rosenberga dotyczace
szybkosci zbieznosci metod iteracyjnych Gaussa i Jacobiego stosowanych
podczas rozwigzywania réwnan liniowych.

Ten krotki i bardzo powierzchowny przeglad pokazuje, ze teoria Perrona-Fro-
beniusa jest zapewne niezréwnanym przykfadem glebokich, lecz prostych za-
stosowan matematyki czystej.

10. Zakonczenie

Na zakonczenie wré¢my do Agnieszki Radwanskiej. Czy wyjasnilismy
spektakularny awans w rankingu WTA? I tak, i nie. Mam nadzieje, ze mecha-
nizm tworzenia rankingéw sportowych stat sie jasny, lecz - o ile mi wiadomo -
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rankingi ATP/WTA nie sa sporzadzane az tak naukowymi metodami. Decy-
dujace znaczenie maja w nich miejsca zajete w turniejach (z preferencja dla
tzw. turniejow wielkoszlemowych), nie ma niestety znaczenia warto$¢ pokona-
nego przeciwnika - liczy si¢ tylko etap zawod6w, na ktérym rozegrano zwycieski
pojedynek. Co gorsza, im wigcej zawodnik gra, tym wyzej jest oceniany. Zdobyte
punkty w danym turnieju wazg przez caly rok, do chwili nastepnej imprezy tego
rodzaju, co utrudnia aktualng oceng. Céz — i tu matematyka, jak zwykle, idzie
o kilka krokéw przed zastosowaniami...

Informacje o licencjach zdjeé: zdjgcie Oskara Perrona — Rex, UAH, University Archives Heidel-
berg, BA Pos I 2260; zdjecie Georga Frobeniusa — Furfur - (de): Oberwolfach Photo Collection,
aus einem Fotoalbum der Mathematischen Gesellschaft (Hamburg)(en): Oberwolfach Photo
Collection, from a photo album of the Mathematische Gesellschaft (Hamburg), CC BY-SA
3.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=59417515; zdjecie Sergeya Brina — Ste-
ve Jurvetson from Menlo Park, USA - Sergey Surprise on China, CC BY 2.0, https://commons.
wikimedia.org/w/index.php?curid=9578182; zdjecie Larryego Page’a — Marcin Mycielski, Euro-
pean Parliament (Stansfield) - Own work, CC BY-SA 4.0, https://commons.wikimedia.org/w/
index.php?curid=7055836.
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