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2018 NAZWA SZKOEY MIEISCOWOSE | WOIEWODZTWO S 9 30% 25% 45%
1| 11 LO z Oddz. Dwujez. im. Marii Konopnickiej Katowice $laskie 221 | 230 | 265 | 46,08 | 043 82,17
251| X Liceum Ogélnoksztalcace im. Krélowej Jadwigi Warszawa | mazowieckie 276 256|500+ 46,08 | 000 | 8303 | 4936
253 1 Liceum Ogéinoksztalcace im. Mikolaja Kopernila Kolobrzeg | zachodniopom. 19| 172| 04| 4603 | 051 | 7788
254/ 11 LO im. Stanistawa Wyspiafiskiego Legnica dolnosiaskie 212| 190 147| 45,95 | 000 | ‘148 | 4995
255/ LO nw | im. mjra Henryka Sucharskiego Keprio wielkopolskie 251 | 25| 84 | a594| o000 | B4ps
256/ Samarzadowe Liceum Ogéinoksztalcace w ZSO nr 2 Stalowa Wola | podkarpackie 273 | 199 206| 4592 | 000 | 7946 | 51,00
257| Liceum Ogélnolsztatcace im. KEN Stakowa Wola | podiarpackie 234| 221 | 264 | as87| 039 | 7938
258, | Liceum Ogélnoksztalcace im. Juliusza Slowadkiego Crastochowa | Slaskie 449 | 369|500+ 45,86 | 38 | 7651 | 4998
259| Liceum Ogélnoksztalcace STO Crluchow | pomorskie 400 451|469 | 45,85 | 149 | 7654
260/ Il Liceum Ogdlnoksztalcace im. Bolestawa Chrobrego | Sopot pomorskia 184| 260 | 267 | 45,82 | 140 | 8512 | 4672
260/ LO Towarzystwa Skoinego im. Mikolaja Reja BieskoBala | daske 188 27| 122 45,02 | 405 | 7641
262 1l LO im. Alfreda Lityfiskiego Suwalki podiaskie 38| 244 146| 45,81 | 038 | 8446 | 4776
263| 11 LO im. gen. Wiadyslawa Andersa Chojrice pomorskie 79| 264| %6 | 4579 | 009 | BLT2
264| IV Liceum Ogélnoksztalcace im. A. Middewicza Warszawa | mazowieckia 361 338[216| 45,72 | 000 | 8343 | 4840
265| VI Liceum Ogdlnoksztalcace im. Zofii Nalkowskiej Krakow rmalopolskia 270| 294|321 | 45,68 | 000 | 8579
lceow jpg 26| Liceum Ogéinoksztalcace im. St. Wyspiafiskiego Key matopolskde 259| 262|356 | 45,58 | 000 | 8810 | 4550
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e Zwyciestwo 1 pkt;
e przegrana 0 pkt;
e remis 1/2 pkt.
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6 zawodnikéw: A, B, C, D, E i F. Oto wyniki:

Uzyskany
A B g D E F wyns
A 3 1 1 0 1 1 4%
B 0 3 0 1 1 0 21
C 0 1 ¥ 1 1 1 41
D 1 0 0 3 0 0 1%
E 0 0 0 1 3 1 2%
F 0 1 0 1 0 % 23
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6 zawodnikéw: A, B, C, D, E i F. Oto wyniki:
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Zauwazmy, ze:

e Zawodnik D (najgorszy) wygrat A (najlepszym);

e Wynik uzyskany przez D nie uwzglednia rangi pokonanych
przeciwnikow;

e A i C uzyskali te sama liczbe punktéw, cho¢ A wygrat z C.
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6 zawodnikéw: A, B, C, D, E i F. Oto wyniki:
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Zauwazmy, ze:

e Zawodnik D (najgorszy) wygrat A (najlepszym);

e Wynik uzyskany przez D nie uwzglednia rangi pokonanych
przeciwnikow;

e A i C uzyskali te sama liczbe punktéw, cho¢ A wygrat z C.

Konkluzja: Czy raczej nie nalezy poréwnywa¢ zawodnikéw parami? ]
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NBA Ranking Most Valuable Player

Season Most Valuable Player Ranking
1991-92 Michael Jordan 1
1992-93  Charles Barkley 5
1993-94 Hakeem Olajuwon 2
1994-95 David Robinson 1
1995-96 Michael Jordan 1
1996-97 Karl Malone 1
1997-98  Michael Jordan 5
1999-00 Shaquille O’Neal T
2000-01  Allen Iverson 13
2001-02 Tim Duncan 1
2002-03 Tim Duncan 1
2003-04 Kevin Garnett 1
2004-05  Steve Nash 15
2005-06  Steve Nash 10
2006-07  Dirk Nowitzki 3
2007-08 Kobe Bryant 5

Nie zawsze ,,najbardzie;
wartosciowy zawodnik" jest pierwszy w rankingu!
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Poréwnania parami i rankingi

e Zestawienia (standings): zestawienie ocenianych obiektéw z
punktu widzenia okreslonego kryterium: np. spozycie kawy lub

czytelnictwo ksigzek w krajach Europy itp. (Uwaga: koniecznosé
normalizacji).
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Poréwnania parami i rankingi

e Zestawienia (standings): zestawienie ocenianych obiektéw z
punktu widzenia okreslonego kryterium: np. spozycie kawy lub
czytelnictwo ksigzek w krajach Europy itp. (Uwaga: koniecznosé
normalizacji).

Zestawienia daja zawsze porzadek liniowy: A> B > C > ...
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Poréwnania parami i rankingi

e Zestawienia (standings): zestawienie ocenianych obiektéw z
punktu widzenia okreslonego kryterium: np. spozycie kawy lub
czytelnictwo ksigzek w krajach Europy itp. (Uwaga: koniecznosé
normalizacji).

Zestawienia daja zawsze porzadek liniowy: A> B > C > ...
Moze mie¢ charakter usrednienia: rankingi wielokryterialne (np.
ranking licedw).
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Poréwnania parami i rankingi

e Zestawienia (standings): zestawienie ocenianych obiektéw z
punktu widzenia okre$lonego kryterium: np. spozycie kawy lub
czytelnictwo ksigzek w krajach Europy itp. (Uwaga: koniecznosé
normalizacji).

Zestawienia daja zawsze porzadek liniowy: A> B > C > ...
Moze mie¢ charakter usrednienia: rankingi wielokryterialne (np.
ranking licedw).

e Poréwnania parami: Analiza poréwnawcza obiektéw wg.
okreslonych preferencji (np. ktéra z dwéch pralek jest lepsza?)
Zwykle brak porzadku liniowego (wystepowanie ,cykli"): kamien >
nozyce > papier > kamien
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Poréwnania parami i rankingi

e Zestawienia (standings): zestawienie ocenianych obiektéw z
punktu widzenia okre$lonego kryterium: np. spozycie kawy lub
czytelnictwo ksigzek w krajach Europy itp. (Uwaga: koniecznosé
normalizacji).

Zestawienia daja zawsze porzadek liniowy: A> B > C > ...
Moze mie¢ charakter usrednienia: rankingi wielokryterialne (np.
ranking licedw).

e Poréwnania parami: Analiza poréwnawcza obiektéw wg.
okreslonych preferencji (np. ktéra z dwéch pralek jest lepsza?)
Zwykle brak porzadku liniowego (wystepowanie ,cykli"): kamien >
nozyce > papier > kamien

Ranking: Majac analize poréwnawcze dokonujemy ,wartoSciowania”
i szukamy metod stworzenie rankingu mozliwie doktadnie
odzwierciedlajacego uzyskane rezultaty analizy poréwnawcze;.
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Macierze

Macierz stanowi wygodny sposéb zapisu réznych danych

Przyktad

Trzech studentdéw si, s, s3 uczestniczy w czterech sprawdzianach
1,2,3,4. Nastepujaca macierz opisuje otrzymane wyniki (stopnie):

1 2 3 4
s1 |2 2 2 4
s> |4 4 3 b
53 3 5 5 2
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Macierze

Macierz stanowi wygodny sposéb zapisu réznych danych

Przyktad

Trzech studentdéw si, s, s3 uczestniczy w czterech sprawdzianach
1,2,3,4. Nastepujaca macierz opisuje otrzymane wyniki (stopnie):

1 2 3 4
s1 |2 2 2 4
s> |4 4 3 b
53 3 5 5 2

Podobng macierz mozna sporzadzié, gdy studentéw jest n, zas
sprawdzianéw m.
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Ogdlnie méwiac macierza (n x m) (macierza o n wierszach i m
kolumnach), gdzie n, m € N, nazwiemy wyrazenie

diil di1? dim
ani dano ao2m
= [aU] i=1,...n ,
Jj=1,....m
| dnl dn2 .. dnm]|

wyraz a;; € R stoi w i-tym wierszu i j-tej kolumnie, 1 =1, ..., n,
Jj=1 ... m.
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Ogdlnie méwiac macierza (n x m) (macierza o n wierszach i m
kolumnach), gdzie n, m € N, nazwiemy wyrazenie

dil1  4di1?2 dim
d21 422 d2m
= [aU] i=1,...n ,
Jj=1,....m
| dnl dn2 .. dnm]|

wyraz a;; € R stoi w i-tym wierszu i j-tej kolumnie, 1 =1, ..., n,
Jj=1 ... m.
e Macierz kwadratowa: n = m;

Wojciech Kryszewski Matematyka rankingéw



Ogdlnie méwiac macierza (n x m) (macierza o n wierszach i m
kolumnach), gdzie n, m € N, nazwiemy wyrazenie

dil1  4di1?2 dim
d21 422 d2m
= [aU] i=1,...n ,
Jj=1,....m
| dnl dn2 .. dnm]|

wyraz a;; € R stoi w i-tym wierszu i j-tej kolumnie, 1 =1, ..., n,
Jj=1 ... m.

e Macierz kwadratowa: n = m;

e dodatnia lub nieujemna a;; > 0 lub a;; > 0 dla wszystkich i/, ;.
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Interesowaé nas beda przede wszystkim macierze kwadratowe.
WSséréd macierzy kwadratowych wazng role petni tzw. macierz

jednostkowa ) )
1 0 ... O
0 1 0
In — .
0 0 1]
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Szczegdlnym przypadkiem s3 n-wymiarowe wektory, tzn. macierze
o n-wierszach i jednej kolumnie, a wiec wymiaru (n x 1):

X1
X2

Xn
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Szczegdlnym przypadkiem s3 n-wymiarowe wektory, tzn. macierze
o n-wierszach i jednej kolumnie, a wiec wymiaru (n x 1):

X1
X2

Xn

Piszemy tez x = [xq, ..., Xn] pamietajac, ze wektory majg zawsze
posta¢ kolumnowa.
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Szczegdlnym przypadkiem s3 n-wymiarowe wektory, tzn. macierze
o n-wierszach i jednej kolumnie, a wiec wymiaru (n x 1):

X1
X2

Xn

Piszemy tez x = [xq, ..., Xn] pamietajac, ze wektory majg zawsze
posta¢ kolumnowa.
e Wektor dodatni lub nieujemny: x; > 0 (x; > 0) dla wszystkich ;.
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Dziatania na macierzach

Macierze tych samych wymiaréw mozna dodawac¢ lub odejmowac:
jesli

to suma lub réznica jest macierz (m x n)

A:l:B:[a,'j:I:b,'j]izl ..... n.
=1

Wojciech Kryszewski Matematyka rankingéw



Dziatania na macierzach

Macierze tych samych wymiaréw mozna dodawac¢ lub odejmowac:
jesli

to suma lub réznica jest macierz (m x n)

A:l:B:[a,'j:I:b,'j]izl ..... n.
=1

..... m

Macierze mozna mnozy¢ przez liczby: jesli A € R, to

AA = [)\a,-j] i=1,...,n .
j=1

..... m

Na przyktad (przy n = m)

A0 0
0 A 0
Ay =
0 0 .. A
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W szczegdlnosci, jesli x = [x1, x2, .., xn|, ¥ = [v1,¥2, ---, ¥n] S3
wektorem, to

X1 AX1
X2 AXo
AX=A| | =
| Xn_ _)\xn_
oraz L o ) )
X1 yi X1+ y1
X2 y2 X2 £ yo
X*ty=|.|x]|.]| =

| Xn | | Vn | | Xn T Yn
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Macierze A, B wymiaréw (n x m) oraz (m X k) mozna tez mnozy¢
przez siebie; w wyniku powstanie tzw. iloczyn Cauchy’ego, tj.
macierz A - B wymiaru (n X k).
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Macierze A, B wymiaréw (n x m) oraz (m X k) mozna tez mnozy¢
przez siebie; w wyniku powstanie tzw. iloczyn Cauchy’ego, tj.
macierz A - B wymiaru (n X k).

e W szczegdlnosci, dla macierzy kwadratowej (wymiaru (n x n)
mozna méwié o potedze: dla k > 0

AK=A- A ... A A =1,

~

k

Bedzie to réwniez macierz (n x n).
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Macierze A, B wymiaréw (n x m) oraz (m X k) mozna tez mnozy¢
przez siebie; w wyniku powstanie tzw. iloczyn Cauchy’ego, tj.
macierz A - B wymiaru (n X k).

e W szczegdlnosci, dla macierzy kwadratowej (wymiaru (n x n)
mozna méwié o potedze: dla k > 0

AK=A- A ... A A =1,

~

k

Bedzie to réwniez macierz (n x n).

e Niech ) _ o
a1 4di1?2 dlm X1
ar1  dao» ao2m X2

A= , X =
| dnl dn2 ... dnm| | Xm |
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Woynikiem mnozenia macierzy A przez x (w tej kolejnosci) jest

wektor
1 i1 412 ... dim X1
Y2 d21 d22 ... a2m X2
= : = A-Xx,
| Vn | dnl dn2 -~ dnm| [Xm]
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Woynikiem mnozenia macierzy A przez x (w tej kolejnosci) jest

wektor
1 i1 412 ... dim X1
Y2 d21 d22 ... a2m X2
= . = A . X7
| Vn | dnl dn2 -~ dnm| [Xm]
gdzie
4
y1 = ai1x1 + aipxe + ... + aimXm,
< Y2 = az1Xx1 + azXxg + ... + a2mXm,
| Yn = an1X1 + an2X2 + ... + anmXm,
tzn
R
m X0 .
yi = E ajjXj = [3;1 a2 ... a,-m] ¥ i dla i = 1,2,...,n.
j=1 '
Xm
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Wektory i wartosci wtasne macierzy kwadratowych

Niech A = [ajj] i=1,..n . Liczba rzeczywista A € R jest rzeczywista
j=1,..., n

wartoécig wtasng macierzy A, jesli istnieje wektor x #£ 0 taki, ze
A-x = Ax.

Taki wektor nazywa sie wektorem wtasnym odpowiadajacym
wartosci wtasnej .
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Wektory i wartosci wtasne macierzy kwadratowych

Niech A = [ajj] i=1,..n . Liczba rzeczywista A € R jest rzeczywista
j=1,..., n

wartoécig wtasng macierzy A, jesli istnieje wektor x #£ 0 taki, ze
A-x = Ax.

Taki wektor nazywa sie wektorem wtasnym odpowiadajacym
wartosci wtasnej .

e Jesli x jest wektorem wtasnym odpowiadajacym wartosci wtasne;
A, to dla dowolnej liczby o € R, wektor ax jest réwniez wektorem
wtasnym o tej samej wartoséci wtasne;

A-ax = aA - - x = alx = \ax.
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Wektory i wartosci wtasne macierzy kwadratowych

Niech A = [ajj] i=1,..n . Liczba rzeczywista A € R jest rzeczywista
j=1,..., n

wartoécig wtasng macierzy A, jesli istnieje wektor x #£ 0 taki, ze
A-x = Ax.

Taki wektor nazywa sie wektorem wtasnym odpowiadajacym
wartosci wtasnej .

e Jesli x jest wektorem wtasnym odpowiadajacym wartosci wtasne;
A, to dla dowolnej liczby o € R, wektor ax jest réwniez wektorem
wtasnym o tej samej wartoséci wtasne;

A-ax = aA-x = alx = dax.
e Tej samej wartosci wtasnej moga odpowiadac rézne wektory

wtasne (nie zwigzane ze sobg w wyzej oméwiony sposéb).
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Zauwazmy, ze dla dowolnego A € R i wektora x

Ax=X-x < (A=A, -x=0
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Zauwazmy, ze dla dowolnego A € R i wektora x

Ax=X-x < (A=A, -x=0

oraz ~ _
ail — A a2 din
ani aroy — Ao don
A—- A, =
i an]_ an2 .o ann — A_
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Réwnos¢ (A — Al,) - x = 0 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

( (311 — )\)Xl + ai12Xxo + ... + ainXi = 0
) an1 X1 + (322 — )\)XQ + ... + a>nXn = 0
an1Xi + anmXo + .. + (amm—A)xp, = 0;

\

e liczba \ jest wartoscig wtasng macierzy A <= uktfad réwnan ma
niezerowe rozwigzanie, tzn. istniejg liczby xi, ..., x, (x; # 0 dla
jakiegos i) spetniajace uktad (wektor x =[x, ...x,] bedzie
wektorem wtasnym).
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Réwnos¢ (A — Al,) - x = 0 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

( (311 — )\)Xl + ai12Xxo + ... + ainXi = 0
) an1 X1 + (322 — )\)XQ + ... + a>nXn = 0
an1Xi + anmXo + .. + (amm—A)xp, = 0;

\

e liczba \ jest wartoscig wtasng macierzy A <= uktfad réwnan ma
niezerowe rozwigzanie, tzn. istniejg liczby xi, ..., x, (x; # 0 dla
jakiegos i) spetniajace uktad (wektor x =[x, ...x,] bedzie
wektorem wtasnym). Twierdzenie Kroneckera-Capelliego méwi, ze
uktad ma rozwigzanie <= wyznacznik det(A — Al,) jest réwny
zero.
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Réwnos¢ (A — Al,) - x = 0 zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

( (311 — )\)Xl + ai12Xxo + ... + ainXi = 0
) an1 X1 + (322 — )\)XQ + ... + a>nXn = 0
an1Xi + anmXo + .. + (amm—A)xp, = 0;

\

e liczba \ jest wartoscig wtasng macierzy A <= uktfad réwnan ma
niezerowe rozwigzanie, tzn. istniejg liczby xi, ..., x, (x; # 0 dla
jakiegos i) spetniajace uktad (wektor x =[x, ...x,] bedzie
wektorem wtasnym). Twierdzenie Kroneckera-Capelliego méwi, ze
uktad ma rozwigzanie <= wyznacznik det(A — Al,) jest réwny
zero.

e Definicje wyznacznika macierzy mozna znalez¢ w kazdym
podreczniku tzw. algebry liniowej. Dla przyktadu

air  a
det = aj1ax — aizaoi.
ar1  a»
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Chcac znalezé (rzeczywiste) wartosci wtasne macierzy A trzeba
rozwigza¢ (wzgledem niewiadomej \) réwnanie

det(A — \l,) = 0.

Sa tez inne metody.
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Chcac znalezé (rzeczywiste) wartosci wtasne macierzy A trzeba
rozwigza¢ (wzgledem niewiadomej \) réwnanie

det(A — \l,) = 0.

Sa tez inne metody.

e Wyrazenie det(A — Al,)) jest wielomianem zmiennej A; mamy do
czynienia z réwnaniem n-tego stopnia. Réwnania takie maja co
najwyzej n pierwiastkéw rzeczywistych (oraz doktadnie n
pierwiastkéw zespolonych).
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Nie kazda macierz ma rzeczywiste wartosci wtasne.

Przyktad
Macierz
0 2
=15 )

nie ma rzeczywistych wartosci wiasnych: or(A) = ().
Rzeczywiscie

det(A — Ab) = det ([_01 S] ~) [(1) (1)]) _

A 2]
det[_1 _)\]—)\ + 2.

Réwnanie A\? 4+ 2 = 0 nie ma pierwiastkéw rzeczywistych (oraz dwa
pierwiastki zespolone +iv/2) .
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Promien spektralny

Dla macierzy A = [ajj], dla ktérych ogr(A) # 0 okresla si¢ tzw.
promien spektralny

r(A) = max{|\| | A € or(A)}.
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Promien spektralny

Dla macierzy A = [ajj], dla ktérych ogr(A) # 0 okresla si¢ tzw.
promien spektralny

r(A) = max{|\| | A € or(A)}.

Przyktad

Dla macierzy
1 -2
A=l 3
1 -2 1 0
wir v e (|1 2] At )
D N I )
—det[ ] _2_)\]—)\4—)\.
Zatem wartosci wiasne sa pierwiastkami réwnania A2 + A = 0, tj.
or(A) = {0,—1}. W konsekwencji promien spektralny r(A) = 1.

V.
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Twierdzenie Perrona-Frobeniusa

Oskar Perron Georg Frobenius
(1880 — 1975) (1849 — 1917)
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Twierdzenie (Perrona)

Jesli macierz A = [ajj]i j=1....n jest nieujemna, to or(A) # () oraz
promieri spektralny jest (rzeczywista) wartoscia wtasna, tzn.
r(A) € or(A), ktérej odpowiada nieujemny wektor wtasny
X = [X1, ...y Xp], tzn.
A-x=r(A)x
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Twierdzenie (Perrona)

Jesli macierz A = [ajj]i j=1....n jest nieujemna, to or(A) # () oraz
promien spektralny jest (rzeczywista) wartoscia wtasna, tzn.

r(A) € or(A), ktérej odpowiada nieujemny wektor wtasny

X = [X1, ...y Xp], tzn.

A-x=r(A)x

Wadg3 twierdzenie Perrona jest to, ze wektor wtasny x
odpowiadajacy promieniowi spektralnemu nie jest wyznaczony
jednoznacznie (z doktadnoscig do czynnika rzeczywistego).
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Macierze nieredukowalne

G. Frobenius wprowadzit pojecie macierzy nieredukowalnej.
e Macierz A wymiaru (n x n) jest nieredukowalna, gdy A >0 i

(I, + A"~ > 0.
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Macierze nieredukowalne

G. Frobenius wprowadzit pojecie macierzy nieredukowalnej.

e Macierz A wymiaru (n x n) jest nieredukowalna, gdy A >0 i
(I, + A"~ > 0.

e Definicja jest inna; podany warunek jest réwnowazny
nieredukowalnosci w przypadku macierzy nieujemnych.
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nieredukowalnosci w przypadku macierzy nieujemnych.

e Macierze dodatnie s3 nieredukowalne.
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Macierze nieredukowalne
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(I, + A"~ > 0.

e Definicja jest inna; podany warunek jest réwnowazny
nieredukowalnosci w przypadku macierzy nieujemnych.

e Macierze dodatnie s3 nieredukowalne.

Twierdzenie (Perrona-Frobeniusa)
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to or(A) # (), promien spektralny r(A) jest wartoscig wtasng o
dodatnim wektorze wtasnym x.
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Macierze nieredukowalne

G. Frobenius wprowadzit pojecie macierzy nieredukowalnej.

e Macierz A wymiaru (n x n) jest nieredukowalna, gdy A >0 i
(I, + A"~ > 0.

e Definicja jest inna; podany warunek jest réwnowazny
nieredukowalnosci w przypadku macierzy nieujemnych.

e Macierze dodatnie s3 nieredukowalne.

Twierdzenie (Perrona-Frobeniusa)

Jesli macierz A wymiaru (n X n) jest nieujemna i nieredukowalna,
to or(A) # (), promien spektralny r(A) jest wartoscig wtasng o
dodatnim wektorze wtasnym x.

W szczegdlnosci istnieje doktadnie jeden dodatni stochastyczny
wektor wlasny x = [xq, ..., Xn] tzn. taki, ze x; >0 dlai=1,.... n,
X1+ ..+x,=10raz A-x =r(A)x.

v
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Macierze nieredukowalne

G. Frobenius wprowadzit pojecie macierzy nieredukowalnej.

e Macierz A wymiaru (n x n) jest nieredukowalna, gdy A >0 i
(I, + A"~ > 0.

e Definicja jest inna; podany warunek jest réwnowazny
nieredukowalnosci w przypadku macierzy nieujemnych.

e Macierze dodatnie s3 nieredukowalne.

Twierdzenie (Perrona-Frobeniusa)

Jesli macierz A wymiaru (n X n) jest nieujemna i nieredukowalna,
to or(A) # (), promien spektralny r(A) jest wartoscig wtasng o
dodatnim wektorze wtasnym x.

W szczegdlnosci istnieje doktadnie jeden dodatni stochastyczny
wektor wlasny x = [xq, ..., Xn] tzn. taki, ze x; >0 dlai=1,.... n,
X1+ ..+x,=10raz A-x =r(A)x.

Dodatkowo, jezeli pewnej wartosci wiasnej i € or(A) odpowiada
nieujemny wektor wfasny, to = r(A).

o
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Macierze stochastyczne

e Macierz nieujemna A = [ajj];i j=1,....n jest (kolumnowo)
stochastyczna, gdy suma wspétczynnikéw z kazdej kolumny jest
rowna 1, tzn. dla dowolnego j = 1,..., n,

Z a,-j = 1.
i=1
Przyktad

Macierz
0 1/3 1/3
A=1(1/2 0 2/3
1/2 2/3 0

jest (kolumnowo) stochastyczna.
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Macierze stochastyczne

e Macierz nieujemna A = [ajj];i j=1,....n jest (kolumnowo)
stochastyczna, gdy suma wspétczynnikéw z kazdej kolumny jest
rowna 1, tzn. dla dowolnego j = 1,..., n,

Z a,-j = 1.
i=1
Przyktad

Macierz
0 1/3 1/3
A=1(1/2 0 2/3
1/2 2/3 0

jest (kolumnowo) stochastyczna.

Jesli macierz A jest (kolumnowo) stochastyczna, to r(A) = 1. \
____ Wojciech Kiyszewski [MISiemaBkaSRKinEGWE
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Niech macierz A bedzie stochastyczna i nieredukowalna. Wtedy
r(A) =1 € or(A) i istnieje dokfadnie jeden dodatni stochastyczny
wektor wlasny x = [xi, ..., Xn] tzn. taki, Ze

A-x=x, x1+...+x,=1orazx; >0dlai=1,...,n.
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Whiosek

Niech macierz A bedzie stochastyczna i nieredukowalna. Wtedy

r(A) =1 € or(A) i istnieje dokfadnie jeden dodatni stochastyczny
wektor wlasny x = [xq, ..., Xp| tzn. taki, ze

A-x=x, x1t+...+x,=1orazx; >0dlai=1,...,n.

Dodatkowo metoda potegowa pozwala wyliczy¢

1
x = ;kILmOOAk-e,

gdzie e = [1,1,...,1]. Szybkos¢ tej zbieznosci mozna doktadnie
oszacowac.

Wojciech Kryszewski Matematyka rankingéw



Twierdzenie Perrona-Frobeniusa wraz powyzszym wnioskiem
pozwala wiec na znalezienie dodatniego stochastycznego wektora
wtasnego dla dowolnej nieredukowalnej nieujemnej macierzy
stochastycznej przy pomocy zbieznej i stabilnej metody numeryczne;
(metody , potegowej’). Jest on wyznaczony jednoznacznie.

Przyktad

Dla macierzy stochastycznej

0 1/3 1/3
A= (12 0 2/3
1/2 2/3 0

z poprzedniego przyktadu obliczamy

x = [1/4,3/8,3/8].

Obliczenia te mozna przeprowadzi¢ ,recznie” (rozwigzujac
odpowiedni ukfad réwnan). Metoda potegowa ma zastosowanie,
gdy wymiar macierzy n jest duzg liczba.
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Rankingi spektralne

e M. Kendall i B. Babington Smith, 1939: analiza obiektéw z
punktu widzenie pewnej cechy ,urody” (paired comparison); tworzy
sie macierz preferencji i sumuje wiersze. Te metode zastosowaliSmy
poprzednio tworzac ranking szachowy.
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Rankingi spektralne

e M. Kendall i B. Babington Smith, 1939: analiza obiektéw z
punktu widzenie pewnej cechy ,urody” (paired comparison); tworzy
sie macierz preferencji i sumuje wiersze. Te metode zastosowaliSmy
poprzednio tworzac ranking szachowy.

e J. Seeley, 1949: analiza poréwnawcza, lecz osady sa wazone
(obiekt moze byc¢ ,,znacznie fadniejszy” lub wynik (a nie tylko kto
wygrat) meczy powinien sie liczy¢. Jak to zrobi¢?
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Rankingi spektralne

e M. Kendall i B. Babington Smith, 1939: analiza obiektéw z
punktu widzenie pewnej cechy ,urody” (paired comparison); tworzy
sie macierz preferencji i sumuje wiersze. Te metode zastosowaliSmy
poprzednio tworzac ranking szachowy.

e J. Seeley, 1949: analiza poréwnawcza, lecz osady sa wazone
(obiekt moze byc¢ ,,znacznie fadniejszy” lub wynik (a nie tylko kto
wygrat) meczy powinien sie liczy¢. Jak to zrobi¢?

e T. Wei, L. Katz, 1953: pierwsza odpowiedZ na to pytanie,
pierwsze uzycie twierdzenia Perrona-Frobeniusa.

e wielu innych i wreszcie...
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Rankingi spektralne

e M. Kendall i B. Babington Smith, 1939: analiza obiektéw z
punktu widzenie pewnej cechy ,urody” (paired comparison); tworzy
sie macierz preferencji i sumuje wiersze. Te metode zastosowaliSmy
poprzednio tworzac ranking szachowy.

e J. Seeley, 1949: analiza poréwnawcza, lecz osady sa wazone
(obiekt moze byc¢ ,,znacznie fadniejszy” lub wynik (a nie tylko kto
wygrat) meczy powinien sie liczy¢. Jak to zrobi¢?

e T. Wei, L. Katz, 1953: pierwsza odpowiedZ na to pytanie,
pierwsze uzycie twierdzenia Perrona-Frobeniusa.

e wielu innych i wreszcie...

GOOGLE: L. Page; S. Brin
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Algorytm PageRank Google; ranking witryn internetowych

Dlaczego pewne strony internetowe pojawiaja sie od razu w
wyszukiwarce, a pewnych trzeba szuka¢ i szuka¢?
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Algorytm PageRank Google; ranking witryn internetowych

Dlaczego pewne strony internetowe pojawiaja sie od razu w
wyszukiwarce, a pewnych trzeba szuka¢ i szuka¢?

Sergey Brin Larry Page
(1973 -) (1973 -)
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Oméwimy te metode przyktadowo dla sieci sktadajacej sie z 5 stron
(na prawde w sieci jest ich ponad p6t miliarda: 644 275 754)

1 2 3 4 5
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Omowimy te metode przyktadowo dla sieci sktadajacej sie z 5 stron
(na prawde w sieci jest ich ponad p6t miliarda: 644 275 754)

1

2

3 4

5

Strukture potaczen ilustruje nastepujacy graf:

Obecnos¢ strzatki

link do strony

2

5

7N

3

1

4

Graf potaczen sieci

Jj|—

]

;

Wojciech Kryszewski

oznacza, ze ze strony

Matematyka rankingéw

' |wychodzi




e Tworzymy macierz G = [gjj]i j=1,...5 W nastepujacy sposéb: dla
ij=1,2,...5

gij =1 <= istnieje link ze strony | j |do strony| j |
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e Tworzymy macierz G = [gjj]i j=1,...5 W nastepujacy sposéb: dla
ij=1,2,...5

gij =1 <= istnieje link ze strony| j |do strony| |

000 1 1
00100
G=|[100 10
1000 1
1 0 0 0 0]

Czasem te macierz tworzy sie nieco inaczej, nadajac okreslong
wartos¢” istniejgcym linkom.
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eDlaj=1,...5

n
G =8
=1

¢j jest wiec liczbg linkéw wychodzacych ze strony | j

c1=3, =0, =1 =2 ¢ =2
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eDlaj=1,...5

n
G =8
=1

¢j jest wiec liczbg linkéw wychodzacych ze strony | j

c1=3, =0, =1 =2 ¢ =2

eDlaij=1,..,5,

. _ i
Pij = — -
¢

Liczba pj; jest prawdopodobienstwem, ze ze strony | j | péjdziemy

do strony | j
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Tworzymy macierz potaczen

"0 0 0 1/2 1/2]
0 01 0 O
P=I[pj]=1[1/3 0 0 1/2 0
1/3 00 0 1/2
1/3 00 0 0
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Tworzymy macierz potaczen

"0 0 0 1/2 1/2°
0 01 0 O
—[pj]=11/3 0 0 1/2 0
1/3 0 0 0 1/2
1/3 00 0 0

o (Pomyst: Seeley, Wei) Jesli dla kazdego j =1, ..., n przypiszemy

~hipotetyczng” wartos¢ W stronie | j | to wartos¢ w;, i =1,...,n

musi spetnia¢ zaleznosé

n
=D Py
J=1
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Tworzymy macierz potaczen

"0 0 0 1/2 1/2°
0 01 0 O
—[pj]=11/3 0 0 1/2 0
1/3 0 0 0 1/2
1/3 00 0 0

o (Pomyst: Seeley, Wei) Jesli dla kazdego j =1, ..., n przypiszemy

~hipotetyczng” wartos¢ W stronie | j | to wartos¢ w;, i =1, ..., n,

musi spetnia¢ zaleznosé

n
=D Py
J=1

Wartos¢ w; strony | j |jest zalezna od wartosci w; wszystkich stron,

z ktérych mozna dojs¢ do niej dojé¢ oraz od pr-stwa, ze z nich sie
do niej wychodzi.
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W zapisie macierzowym musi zachodzié¢

P-w=w gdzie w=[wy,..., w,].
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W zapisie macierzowym musi zachodzié¢

P-w=w gdzie w=[wy,..., w,].
Eurekall: nieznany wektor wartosci przypisanych stronom jest
wektorem wtasnym macierzy potaczen.

Istnienie i znajomo$¢ wektora w (ktéry jest wektorem wtasnym o
wartosci wtasnej réwnej 1) umozliwia dokonanie rankingu: po
prostu nalezy uszeregowac jego wspdtczynniki w porzadku
malejacym.
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W zapisie macierzowym musi zachodzié¢

P-w=w gdzie w=[wy,..., w,].
Eurekall: nieznany wektor wartosci przypisanych stronom jest
wektorem wtasnym macierzy potaczen.

Istnienie i znajomo$¢ wektora w (ktéry jest wektorem wtasnym o
wartosci wtasnej réwnej 1) umozliwia dokonanie rankingu: po
prostu nalezy uszeregowac jego wspdtczynniki w porzadku
malejacym.

e Istnienie wektora w (wektora wtasnego o wartosci wtasnej réwnej
promieniowi spektralnemu r(P)) gwarantuje twierdzenie Perrona
(macierz P jest nieujemna), lecz nie wiadomo czy r(P) =1 i czy
wektor ten jest wyznaczony jest jednoznacznie.
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Macierz P jest ,prawie’ (kolumnowo) stochastyczna, bo dla

dowolnego j =1, ...,5: jesli ze strony | j |wychodzg jakies$ linki, to

5
Z p,'j = 1.
i=1

zachodzi

Wojciech Kryszewski Matematyka rankingéw



Macierz P jest ,prawie’ (kolumnowo) stochastyczna, bo dla

dowolnego j =1, ...,5: jesli ze strony | j |wychodzg jakies$ linki, to

5
Z p,'j = 1.
i=1

Problem stanowig strony ,wiszace” (tzw. tangling). W naszej sieci

zachodzi

strona | 2 |jest ,wiszaca". Jezeli| j |jest strong ,wiszaca”, to ¢; = 0;

wobec tego p; = 0 dla wszystkich 1 =1, ..., 5.
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Macierz P jest ,prawie’ (kolumnowo) stochastyczna, bo dla

dowolnego j =1, ...,5: jesli ze strony | j |wychodzg jakies$ linki, to

5
Z p,'j = 1.
i=1

Problem stanowig strony ,wiszace” (tzw. tangling). W naszej sieci

zachodzi

strona | 2 |jest ,wiszaca". Jezeli| j |jest strong ,wiszaca”, to ¢; = 0;

wobec tego p; = 0 dla wszystkich 1 =1, ..., 5.

Zeby méc uzy¢ twierdzenie Perrona-Frobeniusa trzeba wiec
zapewni¢ stochastycznos¢ i nieredukowalnos$¢é macierzy potaczen P.
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Wejscie ,smoka': Larry' ego Page'a

| modyfikacja: Kolumne zer zastepuje sie kolumna
[1/5,1/5,1/5,1/5,1/5] i otrzymuje zmodyfikowana macierz

potaczen
0 1/5
0 1/5
P=|1/3 1/5
1/3 1/5
1/3 1/5

0 1/2 1/2
1 0 O
0 1/2 0
0 0 1/2
0 0 0|

Uzasadnienie: Jesli jesteSmy na ,wiszacej’ stronie | j | to aby wyjsé¢

losowo podajemy adres URL jednej ze stron sieci oraz z pr-stwem
1/5 znajdziemy sie na jednej z 5 dostepnych stron (niewykluczone,
ze na tej samej). Innymi stowy dodajemy ,wirtualne” linki

prowadzace od wiszacej strony

Wojciech Kryszewski Matematyka rankingéw
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do wszystkich innych.



Otrzymujemy tym sposobem ,wirtualny” graf potaczen (linki
wirtualne sa wykropkowane):

7/ 1 N

Zmodyfikowany graf potaczen sieci

Jego macierza potaczen jest P. Jest ona stochastyczna, nieujemna,
wiec z twierdzenia Perrona ma ona wektor wtasny o wartosci
wilasnej r(P) = 1. Nie jest on jednak jeszcze wyznaczony
jednoznacznie.
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Il modyfikacja Uzytkownik, ktéry znalazt sie na dowolnej stronie
wybierze z pr-stwem « € (0,1) link z wirtualnego grafu potaczen
lub wybierze z prawdopodobienstwem (1 — «) jaki$ nowy (sposréd
dostepnych) adres URL (kazda z 5 stron wybrane zostanie z
pr-stwem %(1 — ).
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Il modyfikacja Uzytkownik, ktéry znalazt sie na dowolnej stronie
wybierze z pr-stwem « € (0,1) link z wirtualnego grafu potaczen
lub wybierze z prawdopodobienstwem (1 — «) jaki$ nowy (sposréd
dostepnych) adres URL (kazda z 5 stron wybrane zostanie z
pr-stwem %(1 — ).

Powstanie wtedy nowa macierz potaczen

R=aP+(1—-a)E

gdzie ] )
1/5 1/5 ... 1/5

£ 1{5 1{5 1{5

s s L s
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Il modyfikacja Uzytkownik, ktéry znalazt sie na dowolnej stronie
wybierze z pr-stwem « € (0,1) link z wirtualnego grafu potaczen
lub wybierze z prawdopodobienstwem (1 — «) jaki$ nowy (sposréd
dostepnych) adres URL (kazda z 5 stron wybrane zostanie z
pr-stwem %(1 — ).

Powstanie wtedy nowa macierz potaczen

R=aP+(1—-a)E

gdzie ] )
1/5 1/5 ... 1/5

£ 1{5 1{5 1{5

s s L s

Powstata ostatecznie macierz rankingowa R jest oczywiscie
stochastyczna, jest tez dodatnia, a wiec nieredukowalna. Mozna
wiec skorzysta¢ z twierdzenia Perrona-Frobeniusa i stwierdzi¢
istnienie wektora rankingowego w takiego, ze R - w = w.
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Google uzywa o = 0, 85. Przy takim doborze mamy

73/100 1/5 3/100 91/200 91/200]
3/100 1/5 22/25 3/100 3/100
R= [47/150 1/5 3/100 91/200 3/100
47/150 1/5 3/100 3/100 91/200
47/150 1/5 3/100 3/100 3/100 |

Z wniosku do twierdzenia Perrona-Frobeniusa R ma ona dokfadnie
jeden dodatni i stochastyczny wektor wtasny (wystarczy okoto 50
iteracji w metodzie potegowej )

w = [0, 21,0, 255;0,213; 0, 189; 0, 133]

Kolejne wspétczynniki s3 ,wartoscia” kolejnych stron. Zatem
ranking naszej sieci wyglada nastepujaco:

2 3 1 = 5

O dziwo najbardziej ,wartosciowa okazata sie ,wiszaca” strona| 2
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W rzeczywistosci sieci internetowe sktadaja sie z milionéw stron i
milionéw potaczen. Ale idea poszukiwania macierzy rankingowej R i
jej wektora wtasnego w pozostaje niezmieniona. Oczywiscie
obliczenia wymagaja ogromnych zasobéw obliczeniowych
(jakkolwiek sa on proste i o niewielkiej ztozonosci obliczeniowej).
Jak powiedziat Clive Moler (twérca MatLaba) ,PageRank stanowi
najwieksze na Swiecie obliczenia macierzowe".
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Ranking druzyn koszykarskich

Jednym z pierwszych matematykéw, ktérzy opracowali metody
sportowe rankingowe byt J. Keener. Bez watpienia algorytm
Keenera z roku 1993 zainspirowat twércédw Googla, zas ich
PageRank dat nowa, bardzo skuteczna metode rankingows.
Oméwimy jg na prostym przyktadzie.

| ]
i

i

James Keener (1952 —)
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Rozwazmy 5 druzyn koszykarskich:
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Rozwazmy 5 druzyn koszykarskich:

oraz nastepujacy graf ilustrujacy przebieg rozgrywek (w okreslonym

momencie)
@ 12 @

10

3 @ 20 ’
@// \\@

Graf wygranych w lidze pitkarskie;
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Zapis @ 12 @ oznacza, ze w rozgrywkach druzyna

stracita 12 punktéw z druzyna . Brak strzatki oznacza, ze dane

druzyny ze sobg nie graty. Jak tatwo zobaczy¢ graf rozgrywek rézni
sie od grafu potaczen sieci tylko tym, ze kazda ze strzatek
opatrzona jest teraz ,wynikiem” meczu.
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Zapis @ 12 @ oznacza, ze w rozgrywkach druzyna

stracita 12 punktéw z druzyna . Brak strzatki oznacza, ze dane

druzyny ze sobg nie graty. Jak tatwo zobaczy¢ graf rozgrywek rézni
sie od grafu potaczen sieci tylko tym, ze kazda ze strzatek
opatrzona jest teraz ,wynikiem” meczu.

Tworzymy macierz ,wynikowa" rozgrywek wymiaru (5 x 5) w
nastepujacy sposoéb: dlai,j =1,2,...5,

wjj = wartos¢ przegranej druzyny z druzyna .
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Otrzymujemy macierz

1 2 3 4 5

10 0 0 10 3]

2110 0 12 0 0
W=[wj]=[3[10 0 0 3 0
|20 0 0 0 14

5113 0 0 0 O]

z ktorej réwniez odczytujemy, ze na przyktad druzyna .dostata”

(czyli wygrata) od druzyny 3 punkty, zas druzyna wygrata

20 punktami z druzyna .
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Niech

5
Cj = Z Wi, j: 1, ...,5.
=1

Jest to liczba straconych punktéw przez druzyne . W naszym
przypadku

c1 =33, =0, 3=12, ¢4 =13, ¢c5 = 17.
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Niech

5
Cj = Z Wi, j: 1, ...,5.
=1

Jest to liczba straconych punktéw przez druzyne . W naszym
przypadku

c1 =33, =0, 3=12, ¢4 =13, ¢c5 = 17.
Nastepnie tworzymy macierz

Wij ..
P = [pij]i,jzl,...,57 Pij = TIJ dla I,J = ]-7 "'757
J

to znaczy
0 0 0 10/13 3/17]
0 0 12/12 0 0
P=110/33 0 0 3/13 0
20/33 0 0 0 14/17
13/33 0 0 0 0 |
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Analogiczne jak poprzednio dokonujemy dwéch modyfikacji:

| modyfikacja W kolumnie odpowiadajacej druzynie, ktéra nie
stracita punktéw) wpisujemy 1/5 i otrzymujemy macierz

"0 1/5 0 10/13 3/17°
0 1/5 12/12 0 0
P=1(10/33 1/5 0 3/13 0
20/33 1/5 0 0  14/17
13/33 1/5 0 0 0
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Analogiczne jak poprzednio dokonujemy dwéch modyfikacji:

| modyfikacja W kolumnie odpowiadajacej druzynie, ktéra nie
stracita punktéw) wpisujemy 1/5 i otrzymujemy macierz

0 1/5 0 10/13 3/17]
0 1/5 12/12 0 0
P=1(10/33 1/5 0 3/13 0
20/33 1/5 0 0  14/17
13/33 1/5 0 0 0

Uzasadnienie Niezwyciezona druzyna .mogta” przegra¢ z kazda

z innych druzyn z prawdopodobienstwem 1/5.
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Il modyfikcja Rozwazamy macierz
R=aP +(1-a)E,

gdzie a € (0, 1) oraz

vi vi vi vi vi
Vo, Vo V2 Vo W2
E=|vs 3 v3 v3 3|, vi+wmw+..+vs=1,
Vo V4 V4 V4 V4
Vg Vg V5 V5 Vg
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Il modyfikcja Rozwazamy macierz
R=aP +(1-a)E,

gdzie a € (0, 1) oraz

vi vi vi vi w1
Vo V2 V2 V2 V2
E=|vs 3 v3 v3 3|, vi+wmw+..+vs=1,
Vo V4 V4 V4 V4

Vs V5 V5 V5 V5

Tutaj w wektorze v = [vq, ..., v5] liczba v;, i = 1, ..., 5, uwzglednia
»jakos¢" druzyny (wartos¢ zawodnikéw, liczbe kontuzji,

okolicznosci rozgrywek, dane statystyczne z wczesniejszych
rozgrywek itp). Tym samym « jest waga z jaka na ranking wptywa
macierz rozgrywek, zas (1 — «) — waga z jaka oddziatuje wektor v.
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Otrzymana macierz R jest dodatnia i stochastyczna. Zatem —
ponownie wykorzystujac twierdzenie Perrona-Frobeniusa — mozna
znalez¢ jej wektor wtasny w o wartosci wihasnej réwnej 1 (tzn.
réwnej promieniowi spektralnemu macierzy R), tzn. R-w = w.
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Otrzymana macierz R jest dodatnia i stochastyczna. Zatem —
ponownie wykorzystujac twierdzenie Perrona-Frobeniusa — mozna
znalez¢ jej wektor wtasny w o wartosci wihasnej réwnej 1 (tzn.
réwnej promieniowi spektralnemu macierzy R), tzn. R-w = w.

Ktadac o = 0,85 oraz v = [1/5,1/5,1/5,1/5,1/5] dostaniemy (po
zastosowaniu metody potegowej), ze

w = [0,249: 0,223: 0,183; 0,257; 0,087].

Tym samym mamy nastepujacy ranking

Wojciech Kryszewski Matematyka rankingéw



Przy tym samym «, lecz biorac v = [8/30,10/30,6/30,1/30, 4 /30]
otrzymamy

w = [0,25; 0.248; 0,183; 0,238; 0,082],

a zatem ranking wyglada inacze;:

Jak wida¢ dobér v odgrywa niebagatelna role.

Wojciech Kryszewski Matematyka rankingéw



Literatura

1. Amy N. Langville & Carl D. Meyer: Google's PageRank and
Beyond: The Science of Search Engine Rankings, Princeton
University Press 2006

2. Carl D. Meyer: Matrix Algebra and Applied Linear Algebra,
SIAM 2004.

Wojciech Kryszewski Matematyka rankingéw



Literatura

1. Amy N. Langville & Carl D. Meyer: Google's PageRank and
Beyond: The Science of Search Engine Rankings, Princeton
University Press 2006

2. Carl D. Meyer: Matrix Algebra and Applied Linear Algebra,
SIAM 2004.

+ ogromne zasoby internetu

Wojciech Kryszewski Matematyka rankingéw



Literatura

1. Amy N. Langville & Carl D. Meyer: Google's PageRank and
Beyond: The Science of Search Engine Rankings, Princeton
University Press 2006

2. Carl D. Meyer: Matrix Algebra and Applied Linear Algebra,
SIAM 2004.

+ ogromne zasoby internetu
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