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Maksymalna do zdobycia ilo§¢ punktow: 80

L. Drugi etap Konkursu sklada si¢ z 4 zadan z treécig oraz 3 zadafi z matematyki wyzszej (do
zadan tych dolaczone sg definicje, twierdzenia i prayklady pomocne w ich rozwigzywaniu).

2. Maksymalna liczba punktéw do zdobycia za kazde z zadan podana jest przy numerze zadania.
3. Zabrania si¢ korzystania z korektora.

4. Podczas tego etapu Konkursu dozwolone jest korzystanie z "Zestawu wybranych wzoréw
matematyczuych" wydawanych przez Centralng Komisje Egzaminacyjna.

5. Zabrania si¢ korzystania z kalkulatora.

6. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnej pracy uczestnika Konkursu (poza korzystaniem
z tablic matematycznych wymienionych w punkcie 4) zostaje on wykluczony z Konkursu.

Zadanie 1 (10 punktéw)

W pewnej amerykanskiej agencji rzadowej pracuje 30 os6b: 15 mezczyzn i 15 kobiet. Kontrwywiad
ustalil, ze wsréd nich jest troje szpiegéw: dwéch mezczyzn i jedna kobieta. Nie wiadomo jednak,
ktorzy pracownicy agencji sa szpiegami. Agencja dostala do zrealizowania pewna tajna misje,
do przeprowadzenia ktorej potrzebny jest piecioosobowy zespét. Ilu mezczyzn 1 ile kobiet nalezy
powota¢ w sklad zespolu, aby zmaksymalizowa¢ prawdopodobiefistwo, ze w zespole nie znajdzie
si¢ zaden szpieg ?

Zadanie 2 (10 punktow)

Wykaza¢, ze dla dowolnych ustalonych liczb rzeczywistych p,¢ € R réwnanie
zmiennej r ma pierwiastki rzeczywiste.

Zadanie 3 (10 punktéw)

W kulg o promieniu R wpisano dwa stozki kotowe proste o wspélnej podstawie, z ktérych jeden ma
pole powierzchni bocznej 3 razy wigksze niz drugi. Wyznaczy¢ stosunek wysokoéci tych stozkéw.
Zadanie 4 (10 punktéw)

Wariancja 25 danych liczbowych wynosi 400. Dane te powigkszamy o k takich samych liczb,
z ktérych kazda jest wigksza o 2 od wartoéci éredniej ($redniej arytmetycznej) wyjsciowego zbioru
zlozonego z 20 liczb. Jaka jest najmniejsza warto$é k, dla ktérej odchylenie standardowe 25 + k
danych liczbowych nie przekracza 107
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Zadanie 5 (13 punktéw)

Niech X bedzie zbiorem niepustym, ktéry bedziemy nazywaé uniwersum.

Definicja 1

Zbiorem rozmytym na uniwersum X nazywamy nastepujacy zbiér par uporzqdkowanych;
A = {(z,f(x)) : 2 € X}, gdzie fo : X — [0,1] jest tzw. funkcjg przynaleznoéci, definiujacy
stopiefi w jakim element z € X nalezy do zbioru rozmytego A. Zbiér wszystkich zbiorgw
rozmytych na uniwersum X oznaczamy symbolicznie F' (X).

Przyklad 2

Jesli X = [0,1], to funkcja fa (z) = 1 — z okreéla zbiér A na uniwersum X. W szczegolnoéei
element "zero" nalezy do niego w pelni, a element " jeden" w ogéle, z uwagi na odpowiedni stopief
przynaleznosci.

Definicja 3

Niech « € R oraz A,B € F(X). Wéwczas a-cieciem zbioru rozmytego A nazywamy zbiér
As={z € X: fo(z) > a}.

Definicja 4

Suma mnogoéciows zbioréw rozmytych A i B nazywamy zbiér A U B okreslony przez funkcje

przynaleznoSci faup (z) = max{fa(z), fz (z)} dla z € X, gdzie max oznacza wigkszg z liczb
oraz max {a,a} = a.

Definicja 5

[loczynem mnogoéciowa zbioréw rozmytych A i B nazywamy zbiér A N B okre$lony przez funkcje

przynaleznosci fanp (z) = min{fa (z), f ()} dla z € X, gdzie min oznacza mniejsza z liczb oraz
min {a,a} = a.

Zadania do rozwigzania

a. Pokaza¢, ze jesli A i B sa dwoma zbiorami rozmytymi na uniwersum X, to zachodzi
réwnowaznos¢ A = B <= Vaeo,1) (Ao = Ba). (5 punktéw)

b. Niech A, B, C beda zbiorami rozmytymi na uniwersum [0,1] o nastepujacych funkcjach
przynaleznodci: fa(z) = jz+ 3, fa(z) =1-12?, fo(z) = 1 dla z € [0,1]. Wyznaczy¢ element
x € [0,1], ktéry w najwiekszym stopniu przynalezy do zbioru rozmytego AN B N C. (4 punkty)
c. Dla funkcji przynaleznoéci z podpunktu b. wyznaczyé zbisr (A U B)NC. (4 punkty)
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Zadanie 6 (13 punktow)
Definicja 6

Niech p € Noraz Z, = {0,1,2, ..., p - L}. Dla dowolnych z,y € Z,, definiujemy w zbiorze Zp:

) dOdawaPm modulo p: x +p ¥ =m, gdzie m jest reszty z dzielenia = + y przez p:
* mnozenie modulo p: x -

Definicja 7

Jezeli p € N jest liczbg pierwsza, to uporzadkowang tréjke (Z,, +,, -,) nazywamy cialem Z,. Ciato
& spelnia m.in. nastepujace warunki:
a. Vapeez, @+p (b+pc)=(a +p0) +, ¢
b. Vaez, Toez, @ +pb=0;

c. Vap.cezy' (a-p b) pC=0a-p (b 'p C);

d. Vapeez, (@+p b)pc=a-,c +pbpc
e. Vaez\(0} ez, @ pb=1;

f. Vasez, apb="0"pa;

g. Vapez, a tpb =0+, a.

Przykiad 8

Rozwazmy cialo Z7. Wéwczas:

p Y =m, gdzie m jest reszty z dzielenia z - y przez p;

a. 5+74 =2, bo 5+ 4 =91 reszta z dzielenia 9 przez 7 jest réwna 2;

b. 5-74 =06, bo 54 = 20 i reszta z dzielenia 20 przez 7 jest réwna 6;

c. nalezy pamigtaé, ze w ciele Z; nie wystepuja liczby wigksze badz réwne 7. Liczby takie maja
jednak swojg interpretacje, np. liczba 10 moze by¢ interpretowana jako liczba 3 (bo 10 = 7 + 3),
liczba 100 jako liczba 2 (bo 100 = 14 - 7 + 2).

Uwaga 9

W ciele Z, nie wystepuja dzialania odejmowania i dzielenia. Punkty b. i e. Definicji 7 okreslaja
odpowiedniki tych dwéch dziatan. Nalezy pamietaé, ze w dalszej czedci tréjka Z, ma sens tylko
wtedy, gdy p jest liczbg pierwsza.

Przykiad 10

W ciele Z; rozwazmy réwnanie zmiennej = postaci 3.7z +71 =272 +74 (kolejnosé wykonywania
dzialah w ciele Z, jest taka sama jak w zbiorze liczb rzeczywistych). Jezeli réwnanie to ma
rozwigzanie, to jest nim pewna liczba z € Z7. Aby rozwiazaé to réwnanie, dodajmy (modulo 7)
do obu jego stron 5 -7 z. Woéwczas otrzymamy réwnanie postaci  +7 1 = 4. Aby wyeliminowa¢
1 znajdujacy sie po lewej stronie réwnania, nalezy do obu jego stron doda¢ 6. Wéwczas mamy,
Zer =14+4,6 = 3. Zatem jedynym rozwigzaniem réwnania jest * = 3. Podstawiajac x = 3 do
poczatkowego réwnania mozemy sprawdzi¢, ze jest ono rzeczywiscie jego rozwigzaniem. Istotnie,
373471=2+;1=30raz 273 +74=6+74=3

Zadania do rozwigzania

W dalszym ciggu nie bedziemy juz pisali indekséw dolnych przy symbolach dodawania i mnozenia
Przyjmujac domyélnie, ze oznaczaja one dzialania modulo p (gdzie p jest odpowiednia liczba
Oznaczajgca iloéé elementéw ciala). Indekséw tych nie trzeba pisa¢ w rozwiazaniach zadan.
W podanych podpunktach a.-c. nalezy rozwiaza réwnanie zmiennej x w podanym ciele.
a1l-2+43.(5 2+ 14) :7.(8.I+1)+20wciele Zay3. (3 punk%y)

b. Tor248-(4-247) =3,(4,T.g;+7-+2.:c)+'r-r+1Owc1ele Z11r- (4 punkty)
Cr-(d+r)+r=2-(r+2- T) W ciele Zzr41- (6 punktéw)
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Zadanie 7 (14 punktow)
Definicja 11 e
Liczba zespolong nazywamy dowolng liczbe postaci z = a + bi, gdzie a,b € R, za$ liczba 1,

nazywana jednostky urojong, ma t¢ wlasnodé, ze i* = —1. W podanym zapisic liczby z, llczbfl a
nazywana jest czedcia rzeczywisty liczby zespolonej 2, za8 b - czeéeig urojong liczby zespolonej z.
Uwaga 12

a. Kazda liczba rzeczywista jest liczbg zespolong (cze$é urojona takiej liczby jest réwna 0);
b. W zbiorze liczb zespolonych zachowuja sie podstawowe dzialania matematyczne, przy Czym
nalezy pamigtaé o warunku, ze 12 = —1.
Przykiad 13
Niech dane beda dwie liczby zespolone w = 3 — 44, 2 = —2 + 5i. Wéwcezas:
a. w+2=3-4i+(-2+45)=3-2—-4i+5i=1+71
b. w—2=3-4i—(-2+4+5i)=3+2—-4i—5i=5— 9i;
c. w-z=(3—4i)(—2+5i) = —6 + 157 + 8i — 20:2 = —6 + 237 + 20 = 14 + 237;
d == 3-8 _ G-400Q+5) _ 6+15i-8i-202 _ §+7i420 _ 2647 26 _ T
2 -2+5: (—2+51)(2451) (51)%—4 —25-4 —29 29 29
Definicja 14
Pierwiastkiem k-tego stopnia z liczby zespolonej z nazywamy kazda liczbe zespolong w taka, ze
w* = z.
Twierdzenie 15
Kazda liczba zespolona z rézna od 0 ma dokladnie k réznych pierwiastkéw k-tego stopnia.
Przyklad 16
a. Pierwiastkami kwadratowymi liczby 1 w zbiorze liczb zespolonych sg liczby 11 —1.
b. Pierwiastkami kwadratowymi liczby v/—4 sg liczby 2i i —2i.
c. Pierwiastkami kwadratowymi liczby /(1 + 2i)? sy liczby 1 + 2i oraz —1 — 2i.
Uwaga 17
a. W zbiorze liczb zespolonych kazdy wielomian stopnia n zmiennej zespolonej z ma dokladnie n
pierwiastkéw zespolonych. Na przyklad, wielomian W (2) = 2% 4+ 1 zmienne] zespolonej z ma dwa
pierwiastki zespolone, ktére sg réwne i oraz —i (analogiczny wielomian W (z) = z? + 1 zmiennej
rzeczywistej T nie ma pierwiastkéw rzeczywistych).
b. Aby rozwigza¢ réwnanie kwadratowe zmiennej zespolonej z, mozna wykorzysta¢ wzory uzywane

przy rozwiazywaniu réwnan kwadratowych zmiennej rzeczywistej. Rozwazmy réwnanie zmienne;j
zespolonej 2iz? + (3 +4i)z + (3 —2i) = 0. Woéwezas wyréznik tréjmianu kwadratowego jest
réwny A = (3 +4i)° — 8i (3 —2i) = —23. Zauwazmy, ze \/—23 jest réwne /23i oraz —/23i
(do wyznaczenia rozwigzan réwnania kwadratowego nalezy wzia¢ dowolny z otrzymanych dwéch

pierwiastkéw). Rozwigzaniami réwnania kwadratowego sa zatem liczby z; = —‘—3“4"11;‘/2_3‘ oraz
2y = —3—4i+v23i

ai

Zadania do rozwiazania

Rozwiaza¢ podane réwnania zmiennej zespolonej z. Rozwigzania zapisa¢ w postaci z = a + bi,
gdzie a,b € R.

a. 4i22 + 5z + i = 0. (3 punkty)

b. 23 = —27. (4 punkty)

c. (3i+1)22—(3—4i)z+ (5+2¢) =0. (7 punktéw)



