VII Wojewo6dzki Konkurs Matematyczny "W $wiecie Matematyki"
im. Prof. Wlodzimierza Krysickiego

Etap drugi - 17 lutego 2015 r.

Maksymalna liczba punktéw do zdobycia: 80.

1. Drugi etap Konkursu sktada sie z 4 zadan z trescig oraz 3 zadan z matematyki wyzszej - do

zadani tych dotaczone sa definicje, twierdzenia i przyktady pomocne w ich rozwigzywaniu.

2. Maksymalna liczba punktéw do zdobycia za kazde z zadan jest nastepujaca:

e Zadanie 1: a) 6 punktow, b) 3 punkty,

e Zadanie 2: a) 6 punktow, b) 4 punkty,

e Zadanie 3: a) 4 punkty, b) 6 punktow,

e Zadanie 4: 8 punktow,

e Zadanie 5: a) 7 punktow, b) 7 punktow,

e Zadanie 6: a) 2, b) 2, ¢) 5,d) 4, e) 2,

e Zadanie 7: a) 8 punktow, b) 6 punktow.

3. Zabrania sie korzystania z korektora.

4. Dozwolone jest korzystanie z ,Zestawu wybranych wzoréw matematycznych” wydawanych

przez Centralng Komisje Egzaminacyjng.
5. Zabrania sie korzystania z kalkulatora.

6. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnej pracy uczestnika Konkursu (poza korzystaniem

z tablic matematycznych wymienionych w punkcie 4) zostaje on wykluczony z Konkursu.



Zadanie 1. Przypomnijmy, ze dla ciagu (zp)nen liczb rzeczywistych i € R mamy

lim z, = <= Ves0 IngeN Vasn, |Tn — 2| <&
n—oo

lim z, = 400 <= V>0 IngeN Vnsn, Tn > M.
n—oo -

(a) Niech (z,)nen bedzie ciagiem liczb rzeczywistych nieujemnych takim, ze lim z, = 0.
n—oo
Wykaz, ze istnieje $cisle rosnacy cigg liczb nieujemnych (a,)nen taki, ze li_>m an = +00
n oo

oraz lim a,z, = 0.
n—oo

(b) Niech (zp,)nen bedzie $cisle malejagcym ciagiem liczb rzeczywistych takim, ze li_)rn xn = 0.
n—oo
Wykaz, ze istnieje §cisle rosnacy ciag liczb nieujemnych (a,)nen taki, ze lim a, = +o00
n—oo

oraz (anZn)nen jest scisle malejacy i lim anz, = 0.
n—oo

Zadanie 2. Rozwazmy 28 kostek domina. Kazda z nich utozsamiamy z para nieuporzadkowana
(i,7), gdzie 4,7 € {0,...,6}. O kostkach A - odpowiadajacej parze (k,l) oraz B - odpowiadajacej

parze (m,n) powiemy, ze pasuja do siebie, gdy k =m lub k =nlubl=m lub [ =n.
(a) Na ile sposhow mozna wylosowaé dwie pasujace do siebie kostki?

(b) Wylosowano dwie kostki pasujace do siebie i potaczono je. Jakie jest prawdopodobieristwo

wylosowania trzeciej kostki, ktéra mozna dotaczyé do poprzednich bez ich rozdzielania?

Zadanie 3.

(a) Wykazaé, ze dla liczb dodatnich a, b, ¢ zachodzi nieréwnosc:

1 1 1
(a+b+c)-<++) >9
a b ¢

(b) Wykazaé, ze jesli miedzy wspolczynnikami rownan 22 +pz+q = 0i 22+mz+n = 0 zmiennej
rzeczywistej x oraz parametrow rzeczywistych p, q, m, n, zachodzi zwiazek mp = 2(n + q),

to przynajmniej jedno z tych réwnan ma rozwigzanie.

Zadanie 4. Rozwazmy trojkat ABC, dla ktérego spelnione sg nastepujace warunki:

2 3
DI |BD| = ¢, [CE|:|BE| =,

gdzie D jest punktem nalezacym do odcinka AB, za§ E jest punktem nalezacym do odcinka
BC oraz Papc = S. Zatézmy, ze odcinki AE oraz C'D przecinaja sie w punkcie F'. Oblicz pole
trojkata ACF.



Zadanie 5. Gracz 1 i Gracz 2 graja w gre NIM, polegajaca na tym, ze na zmiane z wybranej
kupki kamieni zabieraja dowolna, dodatnig liczbe kamieni. Wygrywa ten gracz, ktory zbierze
ostatni kamieri. Gre rozpoczyna Gracz 1 - w tym momencie sa 4 kupki liczace odpowiednio

3,7,91 13 kamieni.

(a) Zakladajac, ze gracze graja perfekcyjnie rozstrzygnaé, ktory gracz wygra. Jesli wygrywa
Gracz 1 poda¢ wszystkie mozliwe, wygrywajace ruchy. Jedli wygrywa Gracz 2 - podaé
wszystkie wygrywajace odpowiedzi na zebranie przez Gracza 1 trzech kamieni z kupki

liczacej ich 13.

(b) Co by sie zmienito, gdyby gracze mogli pobiera¢ maksymalnie 4 kamienie? Udzieli¢ odpo-
wiedzi analogicznej do punktu (a): poda¢, ktory gracz wygra i jesli wygrywa Gracz 1 poda¢
wszystkie mozliwe, wygrywajace ruchy, a jesli Gracz 2 - podaé¢ wszystkie odpowiedzi na

zebranie 3 kamieni z kupki liczacej ich 13.



Definicja. Niech A, B C R oraz o € R. Definiujemy nastepujace dziatania
a-A={a-z:2€ A},
A+B={a+b:ac Abec B}.
Przyktad. Niech A =[0,1], B = {2} oraz a = 3. Mamy
a-A=10,3],
o B= {6},
A+B={a+b:a€l0,1,be{2}} ={a+2:a€]0,1]} =[2,3].
Uwaga. Podobnie jak wyzej, dla A C R? i a € R definiujemy
a-A={(a-z,a-y): (z,y) € A}.
Niech X =R lub X = R?.
Definicja. Zbior A C X nazywamy:
e symetrycznym, jesli (—1) - A = A;
e zbalansowanym, jesli Voer |a] <1 = a- A C A;
e wypuklym, jesli Vico1) Vapea t-a+(1-1)-be€ A
Zadanie 6.
(a) Wykaz, ze dla kazdego A C R mamy 2- A C A+ A.
(b) Wskaz przyktad zbioru A C R, dla ktorego nieprawda jest, ze A+ A C 2 - A.

(c) Niech A C X (X = R lub X = R?). Wykaz, ze jesli A jest symetryczny i wypukly, to jest

zbalansowany.
(d) Wykaz, ze dla X = R implikacje w (¢) mozna odwrocic.

(e) Wskaz przyklad zbioru A C R2, ktory $wiadezy o tym, ze implikacji w (c) nie mozna
odwroci¢ dla X = R?.



Definicja. Funkcja akumulacji nazywamy dowolna niemalejaca i prawostronnie ciaglta funkcje

a:[0,00) — R, taka, ze a(0) = 1.

Funkcja akumulacji wykorzystywana jest w matematyce finansowej do wyliczania przysztej warto-
§ci, po czasie t > 0, jednej jednostki monetarnej zainwestowanej w chwili 0. Jednostka, w ktérej
mierzymy czas, nazywana jest okresem bazowym - moze by¢ to na przyklad dzien, miesiac,
kwartal lub rok. W praktyce najczesciej korzysta sie z funkeji akumulacji postaci a(t) = (1 +14)*
(procent sktadany), wraz z okresem bazowym réownym jeden rok, gdzie i jest stopa oprocentowa-
nia dla jednego okresu bazowego. Jej dziatanie opiera sie na tym, ze odsetki za kazdy kolejny okres
bazowy doliczane sg do kwoty kapitatu i stanowiag podstawe do naliczenia kolejnych odsetek. Aby

obliczy¢ wartosé¢ przyszta kwoty K > 0 w chwili ¢ > 0 wystarczy wyznaczy¢ K - a(t).

Przyklad. Rozwazmy piecioletnia inwestycje w banku, ktory oferuje stope oprocentowania
i = 5 %. w skali roku. W chwili 0 wplacamy na konto kwote 1000 zt. Zgodnie ze wzorem

obliczamy wartos$¢ przyszta:
K -a(5) = 1000 - (1 4 0.05)° ~ 1276, 28

Wielko$¢ (1+44) nazywamy czynnikiem akumulujacym. Aby zakumulowac¢ dana kwote w dowolnej

chwili ¢ > 0 o jeden okres bazowy, wystarczy pomnozy¢ ja przez czynnik akumulujacy.

Przyklad. Zaltézmy, ze za pie¢ lat bedziemy potrzebowali kwoty 5000 z1. Ile pieniedzy musimy

wplacié¢ dzisiaj do banku oferujacego te same warunki, co w poprzednim przyktadzie?

K-a(5) =K - (140.05)° = 5000 = K = 5000 - ~ 3917, 63

(1+0.05)5

Wielkos¢ v = nazywamy czynnikiem dyskontujacym. Aby obliczy¢ kwote, ktéra nalezy

1
(1+1)
wptaci¢é w dowolnej chwili ¢ > 0 aby po jednym okresie bazowym otrzymac¢ ustalona kwote,

nalezy pomnozy¢ ja przez czynnik dyskontujacy. Takie dziatanie nazywa sie dyskontowaniem.

Definicja. Renta kapitalowa pewna nazywamy ciag platnosci (skoriczony lub nieskoriczony)

dokonywanych w réwnych odstepach czasu, ktére nazywane sg okresami wyptat.

Definicja. Wartoscia obecna renty nazywamy sume wszystkich jej ptatnosci zdyskontowanych
na chwile 0. Jest to kwota, ktoéra nalezy zainwestowaé¢ na poczatku inwestycji, aby zrealizowaé

wyplaty przewidziane w rencie.

Przyklad. Rozwazmy dziesiecioletnia rente, wyplacajaca na koniec kazdego roku kwote 1.

Obliczamy wartos$é obecna takiej renty przy stopie procentowej 10%.

PV=1-v4+1-02+...4+1-v0=0p- = ~6,14



Zadanie 7. Kredyt o wartosci K bedzie sptacony w ciaggu 20 lat, ratami ptatnymi na koncu

kazdego roku, przy czym wiadomo, ze:
e Roczna stopa oprocentowania kredytu wynosi 10%.
o Wysokos¢ pierwszej raty wynosi 1100 zt.
e Kazda rata, poczawszy od drugiej, jest wieksza od poprzedniej o 100 zt.

Przy splacie kredytu obowigzuje zasada réwnowaznosci dlugu i jego sptaty, co oznacza, ze kwota

kredytu K réwna jest wartoéci obecnej wszystkich rat.
(a) Oblicz kwote kredytu K.
(b) Oblicz sumaryczna kwote odsetek zaplaconych przez caly okres sptaty kredytu.

Uzyskane wyniki nalezy zaokragli¢ do dwoch miejsc po przecinku.



