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Etap pierwszy - 16 lutego 2015 r.

1. Pole �gury ograniczonej przez o± OX oraz wykres funkcji f(x) = 1− x2 jest

[ ] wi¦ksze ni» 3
4 ;

[ ] wi¦ksze ni» 1;

[ ] wi¦ksze ni» 4
3 .

2. Niech n ∈ N i n > 1. Rozwa»my trójk¡t o bokach dªugo±ci n, n+1, n+2. Trójk¡t ten mo»e by¢

[ ] rozwartok¡tny;

[ ] prostok¡tny;

[ ] ostrok¡tny.

3. Dany jest czworok¡t ABCD. Na tym czworok¡cie na pewno da si¦ opisa¢ okr¡g, je»eli

[ ] |∠ADB| = |∠ACB|;
[ ] |AC| · |BD| = |AB| · |CD| · |BC| · |AD|;
[ ] |∠ABC|+ |∠BCD| = |∠BAD|+ |∠ADC| = 180◦.

4. Rozwa»my trójk¡t prostok¡tny, którego dªugo±ci boków mo»na ustawi¢ w rosn¡cy ci¡g arytme-

tyczny o ró»nicy r. Wówczas

[ ] je»eli jedna przyprostok¡tna tego trójk¡ta ma dªugo±¢ 12, to ±rednica opisanego na nim

okr¦gu ma dªugo±¢ 15;

[ ] je»eli obwód tego trójk¡ta wynosi 36, to ±rednica opisanego na nim okr¦gu ma dªugo±¢ 15;

[ ] dªugo±¢ promienia okr¦gu wpisanego w ten trójk¡t jest równa ró»nicy r.

5. Wielomian W (x) =
(
8x3 − 8x− 1

)2015
, po dokonaniu pot¦gowania i redukcji wyrazów podob-

nych zapisano w postaci W (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a2x
2 + a1x+ a0. Wówczas

[ ]
∑n

k=1 an = 0;

[ ]
∑n

k=1 an = −1;
[ ]

∑n
k=1 an = −2.

6. Niech n b¦dzie dowoln¡ liczb¡ caªkowit¡. Wówczas liczba n5 − n jest podzielna przez

[ ] 10;

[ ] 15;

[ ] 30.

7. Dwie osoby rzucaj¡ symetrycznymi, sze±ciennymi kostkami. Na kostce gracza (1) znajduj¡ si¦

liczby 2, 2, 3, 3, 6, 6, a na kostce gracza (2) liczby 1, 3, 4, 4, 4, 6. Gr¦ wygrywa ten, który wyrzuci

wi¦ksz¡ liczb¦. Wówczas

[ ] wi¦ksz¡ szans¦ na wygran¡ ma gracz (1);

[ ] wi¦ksz¡ szans¦ na wygran¡ ma gracz (2);

[ ] obaj gracze maj¡ równe szanse na wygran¡.
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8. Zaªó»my, »e a > 0 oraz b > 0. Wówczas speªnione s¡ nierówno±ci:

[ ] 4a3 − b3 ≥ 3ab2;

[ ] a+b
2 −

√
ab ≥ (a−b)2

8a ;

[ ] a3 + b3 ≥ a2b+ ab2

9. Wiedz¡c, »e lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n
= e, ile wynosi lim

n→∞

(
1 + 5

3n

)n
[ ] e5;

[ ] e
3
5 ;

[ ] e
5
3 .

10. Niech An = (an, bn) dla n ∈ N, gdzie an < bn. Iloczyn A =
⋂
n∈N

An mo»e by¢

[ ] przedziaªem otwartym;

[ ] przedziaªem domkni¦tym;

[ ] niepusty, je±li An+1 ⊆ An dla n ∈ N.

11. Niech f : R→ R b¦dzie funkcj¡ rosn¡c¡ oraz g : R→ R b¦dzie funkcj¡ malej¡c¡. Wtedy

[ ] k · f , gdzie k 6= 0, jest funkcj¡ rosn¡c¡;

[ ] f · g mo»e by¢ funkcj¡ staª¡;

[ ] f · g mo»e by¢ funkcj¡ rosn¡c¡;

[ ] f · g mo»e by¢ funkcj¡ malej¡c¡;

12. Rozwa»my czworok¡t wypukªy, którego przek¡tne s¡ jego osiami symetrii. Czworok¡t ten na

pewno jest

[ ] kwadratem;

[ ] rombem;

[ ] równolegªobokiem;

[ ] trapezem;

13. Losujemy punkt ze zbioru A =
{
(x, y) ∈ R2 : |x|+ |y| ≤ 1

}
.

[ ] Prawdopodobie«stwo tego, »e wylosowany punkt le»y powy»ej wykresu funkcji f(x) = −|x|
wynosi 1

4 ;

[ ] Prawdopodobie«stwo tego, »e wylosowany punkt nale»y do koªa o ±rodku w punkcie (0, 0)

i promieniu r =
√
2
2 wynosi π4 ;

[ ] Prawdopodobie«stwo tego, »e wylosowany punkt ma wspóªrz¦dne ró»nych znaków wynosi
1
2 ;

[ ] Prawdopodobie«stwo tego, »e co najmniej jedna wspóªrz¦dna wylosowanego punktu jest

równa 0 wynosi 0.

14. Suma szeregu
∑∞

n=1

(
1
2

)2n
jest równa

[ ] 1;

[ ] 2;

[ ] 4
3 ;

[ ] 1
3 ;
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15. Funkcj¦ f : X → Y , gdzie X i Y s¡ dowolnymi niepustymi zbiorami nazywamy suriekcj¡ ("na"),

gdy ∀y∈Y ∃x∈X f(x) = y. Która z podanych funkcji jest suriekcj¡?

[ ] f : R→ R, f(x) = x2;

[ ] f : R→ R, f(x) = 2x+ 3;

[ ] f : R \ {0} → R, f(x) = 1
x ;

[ ] f : (0,∞)→ R, f(x) = log x;

16. W pewnej grupie licz¡cej 150 osób 45 regularnie pªywa, 40 je¹dzi na rowerze, a 50 biega. Poza

tym 32 osoby biegaj¡, ale nie je»d»¡ na rowerze, 27 osób biega i pªywa oraz 10 osób uprawia

wszystkie trzy dyscypliny. Ile osób biega, ale nie pªywa i nie je¹dzi na rowerze?

[ ] 5;

[ ] 15;

[ ] 13;

[ ] 10.

17. Niech f, g : R→ R b¦d¡ bijekcjami (funkcjami ró»nowarto±ciowymi i "na"). Wówczas

[ ] f + g jest funkcj¡ zerow¡ lub bijekcj¡;

[ ] af + bg jest funkcj¡ zerow¡ lub bijekcj¡, dla dowolnych a, b ∈ R;
[ ] Istniej¡ c, d ∈ R takie, »e cf + dg jest bijekcj¡;

[ ] Istniej¡ c, d ∈ R takie, »e cf + dg nie jest bijekcj¡.

18. Które z poni»szych zda« jest tautologi¡

[ ] (p =⇒ q) =⇒ ((p ∧ r) =⇒ q);

[ ] (p =⇒ q) =⇒ ((p ∨ r) =⇒ q);

[ ] ((p =⇒ q) ∧ (p =⇒ r)) =⇒ (p =⇒ (q ∧ r));

[ ] ((p =⇒ p) =⇒ p)... =⇒ p dla parzystej liczby implikacji.

19. Iloczyn dwóch liczb naturalnych wynosi 25 · 32 · 5 · 73. Suma tych liczb mo»e by¢

[ ] podzielna przez 5;

[ ] podzielna przez 6;

[ ] podzielna przez 49;

[ ] liczb¡ parzyst¡.

20. Niech f : R→ R oraz A ⊆ R. Wówczas

[ ] f [f−1[A]] = A;

[ ] f−1[f [A]] = A;

[ ] f [f−1[A]] ⊆ A;

[ ] f [f−1[A]] ⊇ A,

gdzie f [A] = {f(x) : x ∈ A}, f−1[A] = {x ∈ R : f(x) ∈ A}.

21. Niech A = {∅, {∅}, {∅, {∅}}, {∅, {{∅}}}}, B = {∅, {∅}}. Wówczas

[ ] A ∈ B;

[ ] B ∈ A;

[ ] A ⊆ B;

[ ] B ⊆ A.
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22. Dziaªanie ? w zbiorze X nazywamy wewn¦trznym, je±li ? : X ×X → X. Prawdziwe jest zdanie

[ ] dzielenie jest dziaªaniem wewn¦trznym w zbiorze Q∗ = {q ∈ Q : q 6= 0};
[ ] pot¦gowanie jest dziaªaniem wewn¦trznym w zbiorze liczb niewymiernych (tj. czy ab jest

liczb¡ niewymiern¡ dla dowolnych niewymiernych a, b);

[ ] dodawanie jest dziaªaniem wewn¦trznym w±ród funkcji ró»nowarto±ciowych f : R→ R;
[ ] odejmowanie jest dziaªaniem wewn¦trznym w±ród suriekcji (funkcji "na") f : R→ R.

23. Mamy danych 2015 jednakowych sze±ciennych klocków, o boku dªugo±ci 1. Wykorzystuj¡c wszyst-

kie klocki mo»emy uªo»y¢:

[ ] prostopadªo±cian, w którym dªugo±¢ dªu»szego boku podstawy stanowi 93
39 dªugo±ci krót-

szego boku tej samej podstawy;

[ ] bryª¦ o caªkowitym polu powierzchni równym 2032;

[ ] bryª¦ o caªkowitym polu powierzchni równym 2027;

[ ] prostopadªo±cian, dla którego dokªadnie jedna liczba we wzorze na obj¦to±¢ (V = a · b ·H)

nie jest liczb¡ pierwsz¡.

24. Wiadomo, »e median¡ zbioru n danych (n ∈ N) jest liczba 2015. Wówczas

[ ] je»eli zbiór danych powi¦kszymy o liczb¦ 2015, to mediana nie ulegnie zmianie;

[ ] je»eli ±rednia arytmetyczna tego zbioru danych jest ujemna, to zbiór danych mo»e zawiera¢

wi¦cej liczb ujemnych ni» dodatnich

[ ] je»eli ±rednia arytmetyczna tego zbioru danych jest równa zero, to zbiór danych mo»e

zawiera¢ wi¦cej liczb ujemnych ni» dodatnich;

[ ] je»eli ±rednia arytmetyczna tego zbioru jest równa zero, to odchylenie standardowe jest

mniejsze od 20152.

25. Niech A,B,C ⊆ {1, 2, ..., 8}, gdzie A = {1, 2, 6, 7, 8}, B = {2, 3, 4, 7, 8}, C = {4, 5, 6, 7, 8}.
Rozwa»my operacje ∩,∪, c iloczynu, sumy i dopeªnienia.

[ ] przy u»yciu tych operacji mo»na uzyska¢ co najmniej 128 ró»nych zbiorów;

[ ] przy u»yciu tych operacji mo»na uzyska¢ dokªadnie 128 ró»nych zbiorów;

[ ] przy u»yciu tych operacji mo»na uzyska¢ dokªadnie 256 ró»nych zbiorów;

[ ] {8} mo»na uzyska¢ przy u»yciu tych operacji.

26. Niech n ∈ N i f : R → R b¦dzie zadana wzorem f(x) = (a1 · x + b1)
2 + ... + (an · x + bn)

2, dla

pewnych a1, ..., an, b1, ..., bn ∈ R. oraz istnieje i ∈ {1, ..., n}, takie »e ai 6= 0. Wówczas

[ ] f mo»e mie¢ dwa miejsca zerowe;

[ ] wyró»nik równania f(x) = 0 mo»e by¢ ujemny;

[ ] wyró»nik równania f(x) = 0 mo»e by¢ równy 0;

[ ] wyró»nik równania f(x) = 0 musi by¢ niedodatni.

27. Niech n, p, k ∈ N ∪ {0} oraz n ≥ p ≥ k. Wówczas

[ ]
n∑
k=0

(
n
k

)
= 0;

[ ] je±li p jest liczb¡ pierwsz¡ i k ≥ 1, to liczba
(
p
k

)
jest podzielna przez p;

[ ] je±li k ≥ 1, to
(
n
k

)
=
(
n+1
k+1

)
+
(
n−1
k−1
)
;

[ ]
(
n
k

)
·
(
n−k
p−k
)
=
(
n
p

)
·
(
p
k

)
.
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28. Niech f, g : R→ R. Prawdziwe jest zdanie

[ ] je±li f, g s¡ okresowe, to f ◦ g te» jest okresowa;

[ ] je±i g jest okresowa, to f ◦ g jest okresowa;

[ ] je±li f jest okresowa, to istnieje przedziaª I ⊆ R taki, »e f [I] = f [R];
[ ] je±li f jest okresowa, to istnieje najmniejsza liczba T > 0 b¦d¡ca okresem f .

29. Liczba p ∈ N ma wªasno±¢ (A) je±li po±ród cyfr jedno±ci liczb p, 2p, 3p, 4p, ... wyst¦puj¡ wszystkie

cyfry 0, 1, ..., 9. Prawdziwe jest zdanie

[ ] je±li p > 1 ma wªasno±¢ (A) to musi by¢ liczb¡ pierwsz¡;

[ ] je±li p ma wªasno±¢ (A) to p ∈ {1, 3, 7, 9};
[ ] je±li p ma wªasno±¢ (A) to p jest wzgl¦dnie pierwsza z 10;

[ ] je±li p jest wzgl¦dnie pierwsza z 10, to ma wªasno±¢ (A).

30. Prawdziwe jest zdanie

[ ] ∀q∈Q ∃p∈Z p · q ∈ N;
[ ] ∃k∈N ∀n∈N k ≤ n;

[ ] ∀x∈R ∃n∈N x < 2x < n;

[ ] ∀x,y∈R ∃q∈Q 2q − x = y.
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