
VII Wojewódzki Konkurs Matematyczny "W ±wiecie Matematyki"

im. Prof. Wªodzimierza Krysickiego

Etap drugi - 17 lutego 2015 r.

Maksymalna liczba punktów do zdobycia: 80.

1. Drugi etap Konkursu skªada si¦ z 4 zada« z tre±ci¡ oraz 3 zada« z matematyki wy»szej - do

zada« tych doª¡czone s¡ de�nicje, twierdzenia i przykªady pomocne w ich rozwi¡zywaniu.

2. Maksymalna liczba punktów do zdobycia za ka»de z zada« jest nast¦puj¡ca:

• Zadanie 1: a) 6 punktów, b) 3 punkty,

• Zadanie 2: a) 6 punktów, b) 4 punkty,

• Zadanie 3: a) 4 punkty, b) 6 punktów,

• Zadanie 4: 8 punktów,

• Zadanie 5: a) 7 punktów, b) 7 punktów,

• Zadanie 6: a) 2, b) 2, c) 5, d) 4, e) 2,

• Zadanie 7: a) 8 punktów, b) 6 punktów.

3. Zabrania si¦ korzystania z korektora.

4. Dozwolone jest korzystanie z �Zestawu wybranych wzorów matematycznych� wydawanych

przez Centraln¡ Komisj¦ Egzaminacyjn¡.

5. Zabrania si¦ korzystania z kalkulatora.

6. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnej pracy uczestnika Konkursu (poza korzystaniem

z tablic matematycznych wymienionych w punkcie 4) zostaje on wykluczony z Konkursu.
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Zadanie 1. Przypomnijmy, »e dla ci¡gu (xn)n∈N liczb rzeczywistych i x ∈ R mamy

lim
n→∞

xn = x ⇐⇒ ∀ε>0 ∃n0∈N ∀n≥n0 |xn − x| < ε;

lim
n→∞

xn = +∞ ⇐⇒ ∀M>0 ∃n0∈N ∀n≥n0 xn > M.

(a) Niech (xn)n∈N b¦dzie ci¡giem liczb rzeczywistych nieujemnych takim, »e lim
n→∞

xn = 0.

Wyka», »e istnieje ±ci±le rosn¡cy ci¡g liczb nieujemnych (an)n∈N taki, »e lim
n→∞

an = +∞

oraz lim
n→∞

anxn = 0.

(b) Niech (xn)n∈N b¦dzie ±ci±le malej¡cym ci¡giem liczb rzeczywistych takim, »e lim
n→∞

xn = 0.

Wyka», »e istnieje ±ci±le rosn¡cy ci¡g liczb nieujemnych (an)n∈N taki, »e lim
n→∞

an = +∞

oraz (anxn)n∈N jest ±ci±le malej¡cy i lim
n→∞

anxn = 0.

Zadanie 2. Rozwa»my 28 kostek domina. Ka»d¡ z nich uto»samiamy z par¡ nieuporz¡dkowan¡

(i, j), gdzie i, j ∈ {0, ..., 6}. O kostkach A - odpowiadaj¡cej parze (k, l) oraz B - odpowiadaj¡cej

parze (m,n) powiemy, »e pasuj¡ do siebie, gdy k = m lub k = n lub l = m lub l = n.

(a) Na ile sposbów mo»na wylosowa¢ dwie pasuj¡ce do siebie kostki?

(b) Wylosowano dwie kostki pasuj¡ce do siebie i poª¡czono je. Jakie jest prawdopodobie«stwo

wylosowania trzeciej kostki, któr¡ mo»na doª¡czy¢ do poprzednich bez ich rozdzielania?

Zadanie 3.

(a) Wykaza¢, »e dla liczb dodatnich a, b, c zachodzi nierówno±¢:

(a+ b+ c) ·
(
1

a
+

1

b
+

1

c

)
≥ 9

(b) Wykaza¢, »e je±li mi¦dzy wspóªczynnikami równa« x2+px+q = 0 i x2+mx+n = 0 zmiennej

rzeczywistej x oraz parametrów rzeczywistych p, q, m, n, zachodzi zwi¡zek mp = 2(n+ q),

to przynajmniej jedno z tych równa« ma rozwi¡zanie.

Zadanie 4. Rozwa»my trójk¡t ABC, dla którego speªnione s¡ nast¦puj¡ce warunki:

|AD| : |BD| = 2

5
, |CE| : |BE| = 3

4
,

gdzie D jest punktem nale»¡cym do odcinka AB, za± E jest punktem nale»¡cym do odcinka

BC oraz PABC = S. Zaªó»my, »e odcinki AE oraz CD przecinaj¡ si¦ w punkcie F . Oblicz pole

trójk¡ta ACF .

2



Zadanie 5. Gracz 1 i Gracz 2 graj¡ w gr¦ NIM, polegaj¡c¡ na tym, »e na zmian¦ z wybranej

kupki kamieni zabieraj¡ dowoln¡, dodatni¡ liczb¦ kamieni. Wygrywa ten gracz, który zbierze

ostatni kamie«. Gr¦ rozpoczyna Gracz 1 - w tym momencie s¡ 4 kupki licz¡ce odpowiednio

3, 7, 9 i 13 kamieni.

(a) Zakªadaj¡c, »e gracze graj¡ perfekcyjnie rozstrzygn¡¢, który gracz wygra. Je±li wygrywa

Gracz 1 poda¢ wszystkie mo»liwe, wygrywaj¡ce ruchy. Je±li wygrywa Gracz 2 - poda¢

wszystkie wygrywaj¡ce odpowiedzi na zebranie przez Gracza 1 trzech kamieni z kupki

licz¡cej ich 13.

(b) Co by si¦ zmieniªo, gdyby gracze mogli pobiera¢ maksymalnie 4 kamienie? Udzieli¢ odpo-

wiedzi analogicznej do punktu (a): poda¢, który gracz wygra i je±li wygrywaGracz 1 poda¢

wszystkie mo»liwe, wygrywaj¡ce ruchy, a je±li Gracz 2 - poda¢ wszystkie odpowiedzi na

zebranie 3 kamieni z kupki licz¡cej ich 13.
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De�nicja. Niech A,B ⊆ R oraz α ∈ R. De�niujemy nast¦puj¡ce dziaªania

α ·A = {α · x : x ∈ A},

A+B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}.

Przykªad. Niech A = [0, 1], B = {2} oraz α = 3. Mamy

α ·A = [0, 3],

α ·B = {6},

A+B = {a+ b : a ∈ [0, 1], b ∈ {2}} = {a+ 2 : a ∈ [0, 1]} = [2, 3].

Uwaga. Podobnie jak wy»ej, dla A ⊆ R2 i α ∈ R de�niujemy

α ·A = {(α · x, α · y) : (x, y) ∈ A}.

Niech X = R lub X = R2.

De�nicja. Zbiór A ⊆ X nazywamy:

• symetrycznym, je±li (−1) ·A = A;

• zbalansowanym, je±li ∀α∈R |α| ≤ 1 =⇒ α ·A ⊆ A;

• wypukªym, je±li ∀t∈[0,1] ∀a,b∈A t · a+ (1− t) · b ∈ A.

Zadanie 6.

(a) Wyka», »e dla ka»dego A ⊆ R mamy 2 ·A ⊆ A+A.

(b) Wska» przykªad zbioru A ⊆ R, dla którego nieprawd¡ jest, »e A+A ⊆ 2 ·A.

(c) Niech A ⊆ X (X = R lub X = R2). Wyka», »e je±li A jest symetryczny i wypukªy, to jest

zbalansowany.

(d) Wyka», »e dla X = R implikacj¦ w (c) mo»na odwróci¢.

(e) Wska» przykªad zbioru A ⊆ R2, który ±wiadczy o tym, »e implikacji w (c) nie mo»na

odwróci¢ dla X = R2.
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De�nicja. Funkcj¡ akumulacji nazywamy dowoln¡ niemalej¡c¡ i prawostronnie ci¡gª¡ funkcj¦

a : [0,∞)→ R, tak¡, »e a(0) = 1.

Funkcja akumulacji wykorzystywana jest w matematyce �nansowej do wyliczania przyszªej warto-

±ci, po czasie t ≥ 0, jednej jednostki monetarnej zainwestowanej w chwili 0. Jednostka, w której

mierzymy czas, nazywana jest okresem bazowym - mo»e by¢ to na przykªad dzie«, miesi¡c,

kwartaª lub rok. W praktyce najcz¦±ciej korzysta si¦ z funkcji akumulacji postaci a(t) = (1 + i)t

(procent skªadany), wraz z okresem bazowym równym jeden rok, gdzie i jest stop¡ oprocentowa-

nia dla jednego okresu bazowego. Jej dziaªanie opiera si¦ na tym, »e odsetki za ka»dy kolejny okres

bazowy doliczane s¡ do kwoty kapitaªu i stanowi¡ podstaw¦ do naliczenia kolejnych odsetek. Aby

obliczy¢ warto±¢ przyszª¡ kwoty K > 0 w chwili t ≥ 0 wystarczy wyznaczy¢ K · a(t).

Przykªad. Rozwa»my pi¦cioletni¡ inwestycj¦ w banku, który oferuje stop¦ oprocentowania

i = 5 %. w skali roku. W chwili 0 wpªacamy na konto kwot¦ 1000 zª. Zgodnie ze wzorem

obliczamy warto±¢ przyszª¡:

K · a(5) = 1000 · (1 + 0.05)5 ≈ 1276, 28

Wielko±¢ (1+i) nazywamy czynnikiem akumuluj¡cym. Aby zakumulowa¢ dan¡ kwot¦ w dowolnej

chwili t ≥ 0 o jeden okres bazowy, wystarczy pomno»y¢ j¡ przez czynnik akumuluj¡cy.

Przykªad. Zaªó»my, »e za pi¦¢ lat b¦dziemy potrzebowali kwoty 5000 zª. Ile pieni¦dzy musimy

wpªaci¢ dzisiaj do banku oferuj¡cego te same warunki, co w poprzednim przykªadzie?

K · a(5) = K · (1 + 0.05)5 = 5000 =⇒ K = 5000 · 1

(1 + 0.05)5
≈ 3917, 63

Wielko±¢ v = 1
(1+i) nazywamy czynnikiem dyskontuj¡cym. Aby obliczy¢ kwot¦, któr¡ nale»y

wpªaci¢ w dowolnej chwili t ≥ 0 aby po jednym okresie bazowym otrzyma¢ ustalon¡ kwot¦,

nale»y pomno»y¢ j¡ przez czynnik dyskontuj¡cy. Takie dziaªanie nazywa si¦ dyskontowaniem.

De�nicja. Rent¡ kapitaªow¡ pewn¡ nazywamy ci¡g pªatno±ci (sko«czony lub niesko«czony)

dokonywanych w równych odst¦pach czasu, które nazywane s¡ okresami wypªat.

De�nicja. Warto±ci¡ obecn¡ renty nazywamy sum¦ wszystkich jej pªatno±ci zdyskontowanych

na chwil¦ 0. Jest to kwota, któr¡ nale»y zainwestowa¢ na pocz¡tku inwestycji, aby zrealizowa¢

wypªaty przewidziane w rencie.

Przykªad. Rozwa»my dziesi¦cioletni¡ rent¦, wypªacaj¡c¡ na koniec ka»dego roku kwot¦ 1.

Obliczamy warto±¢ obecn¡ takiej renty przy stopie procentowej 10%.

PV = 1 · v + 1 · v2 + . . .+ 1 · v10 = v · 1− v
10

1− v
=

1− v10

i
≈ 6, 14
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Zadanie 7. Kredyt o warto±ci K b¦dzie spªacony w ci¡gu 20 lat, ratami pªatnymi na ko«cu

ka»dego roku, przy czym wiadomo, »e:

• Roczna stopa oprocentowania kredytu wynosi 10%.

• Wysoko±¢ pierwszej raty wynosi 1100 zª.

• Ka»da rata, pocz¡wszy od drugiej, jest wi¦ksza od poprzedniej o 100 zª.

Przy spªacie kredytu obowi¡zuje zasada równowa»no±ci dªugu i jego spªaty, co oznacza, »e kwota

kredytu K równa jest warto±ci obecnej wszystkich rat.

(a) Oblicz kwot¦ kredytu K.

(b) Oblicz sumaryczn¡ kwot¦ odsetek zapªaconych przez caªy okres spªaty kredytu.

Uzyskane wyniki nale»y zaokr¡gli¢ do dwóch miejsc po przecinku.
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