VIII Wojewédzki Konkurs Matematyczny "W Swiecie Matematyki”
im. Prof. Wlodzimierza Krysickiego

Etap drugi - 3 marca 2016 r.

Maksymalna liczba punktéw do zdobycia: 80.

. Drugi etap Konkursu sktada sie z 4 zadan z trescia oraz 3 zadan z matematyki wyzszej - do

zadan tych dotaczone sa definicje, twierdzenia i przykltady pomocne w ich rozwiazywaniu.
. Maksymalna liczba punktéw do zdobycia za kazde z zadan podana jest przy jego numerze.
. Zabrania sie korzystania z korektora.

. Dozwolone jest korzystanie z ,Zestawu wybranych wzoréw matematycznych” wydawa-

nych przez Centralng Komisje Egzaminacyjna.
. Zabrania sie korzystania z kalkulatora.

. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnej pracy uczestnika Konkursu (poza korzysta-
niem z tablic matematycznych wymienionych w punkcie 4) zostaje on wykluczony z Kon-

kursu.



Zadanie 1 (10 punktéw)
Wykaz, ze jezeli wspdtczynniki a, b, c réwnania ax? + bz + ¢ = 0, gdzie € R, sa liczbami

catkowitymi nieparzystymi, to réwnanie to nie ma pierwiastkéw wymiernych.

Zadanie 2 (10 punktéw) Zadanie Stefana Banacha o zapatkach.
Pewien matematyk ma w dwdch kieszeniach marynarki dwa pelne pudetka zapatek, kazde z nich
zawierajace m sztuk zapatek. Za kazdym razem, gdy matematyk chce wyciagna¢ zapatke, losuje

z jednakowym prawdopodobienstwem jedna z kieszeni marynarki i wyciaga z niej zapatke.

a) Wyznacz prawdopodobienistwo, ze jezeli po raz pierwszy matematyk wyciagnie z kieszeni
puste pudetko po zapatkach, w pudetku znajdujacym sie w drugiej kieszeni znajduje si¢ k

zapatek, gdzie k =0, 1, ..., m.

b) Dla prawdopodobienstwa wyznaczonego w podpunkcie a), wyznacz najbardziej prawdo-

podobna liczbe zapatek w pudetku znajdujacym sie w drugiej kieszeni.

Zadanie 3 (10 punktéw)
Odlegtosci dowolnego punktu lezacego wewnatrz czworoscianu foremnego od scian tego czwo-

roscianu wynosza z, y, t, u. Znajdz objetos¢ tego czworoscianu jako funkcje =, y, t, u.
Zadanie 4 (10 punktéw)

a) Udowodnij, ze dla dowolnego 6 € R prawdziwa jest tozsamos¢

(2cos30 +2cos26 + 2cosf + 1) sin(%) = sin(%e).

b) Korzystajac z a) wykaz, ze dla dowolnego 6 € R prawdziwa jest tozsamos$¢

(8cos®@ + 4cos? 0 — 4cosf — 1) sin(%) = sin(%e).

) Wykaz, ze cos 2, cos 4T oraz cos T sg rozwiazaniami réwnania 82° + 422 — 4z — 1 = 0

(mozna korzysta¢ z wynikow z punktéw a) i b)).



Zadanie 5 (15 punktéw)
Definicja 1. Zbior A C R nazywamy miary zero, jezeli dla dowolnego ¢ > 0 istnieje ciag prze-
dziatéw (I,)nen taki, ze A C |J I, oraz ) |I,| < ¢, gdzie | - | oznacza diugos¢ przedziatu.

neN neN
Rodzine wszystkich zbioréw miary zero w R oznacza¢ bedziemy przez N.

Definicja 2. Zbiér A C R nazywamy silnie miary zero, jezeli dla dowolnego ciagu dodatnich
liczb rzeczywistych (e, ),cn istnieje ciag przedziatéw (I,,),cn taki, ze A C |J I, oraz |I,,| < &,

neN
dla n € N. Rodzine wszystkich zbioréw silnie miary zero w R oznacza¢ bedziemy przez SN.

Definicja 3. Zbiér A C R nazywamy mikroskopijnym, jezeli dla dowolnego ¢ > 0 istnieje ciag
przedzialdw (I,,),en taki, ze A C |J I, oraz |I,| < " dla n € N. Rodzine wszystkich zbioréw

neN
mikroskopijnych w R oznacza¢ bedziemy przez Mic.

Definicja 4. Rodzine J C P(R) (tj. rodzine podzbioréw zbioru R) nazywamy ideatem, jezeli:
(1) Vapcr (A€ IANBCA=BeJ);
(2) Vapcr (Ae TANBeJ=AUBeJ).

Wskazéwka. W Definicjach 1, 2, 3 wystarczy ograniczy¢ sie do € € (0, 1).

Zadania do wykonania

Na postawie powyzszych definicji wykazac, ze:

a) SN C Mic C N; (7 punktéw)

b) rodzina Mic jest ideatem podzbioréw zbioru R. (8 punktéow)



Zadanie 6 (12 punktéw)

Definicja 5. Niech f : [a,b] — R. Funkcje f nazywamy niemalejqcq (nierosngcq) w zbiorze [a, b,
jesli dla z1, 29 € [a,b] takich, ze z; < zo mamy f(z1) < f(z2) (f(z1) > f(z2)). Funkcje f

nazywamy monotonicznq w zbiorze [a, b], jesli jest w tym zbiorze niemalejaca lub nierosnaca.

Definicja 6. Niech A C R bedzie niepustym zbiorem. Kresem gérnym (ozn. sup A) zbioru A na-

zywamy najmniejsze z ograniczen gornych tego zbioru lub oo jesli zbidr ten jest nieograniczony.
Przyktad. 1. sup(0,1) =1;

2. sup(—o0, 3| = 3;

3.sup{l—2:neN}=1;

4. supN = cc.

Definicja 7. Niech f : [a,b] — R. Wahaniem funkcji f na przedziale [a,b] nazywamy liczbe

(skonczona lub nie) okreslona wzorem
WE(f) =sup{) _|f(xi) = f(wic1)| ra =20 <21 < ... <zp =b,m € N}
i=1

(ti. W2(f) to kres gérny sum skokéw wartosci funkgji liczony po wszystkich mozliwych skon-

czonych podziatach odcinka [a, b]). Powiemy, ze f ma wahanie skoriczone, jesli W2 (f) < oc.
Zadania do wykonania
a) Wykaz, ze dowolna funkgja stata f : [a,b] — R ma wahanie W?(f) = 0; (2 punkty)

b) niech £ : [0,1] — R bedzie okreslona wzorem f(z) = 2z + 3 dla = € [0, 1]. Oblicz W (f);
(3 punkty)

c) wykaz, ze jesli f : [a,b] — R jest monotoniczna, to W2(f) = | f(b) — f(a)|; (4 punkty)

d) wykaz, ze jesli f : [a,b] — R oraz [c,d] C [a,b] to WI(f) < W2(f). (3 punkty)



Zadanie 7 (13 punktéw)
Inwestycje finansowa mozemy rozumie¢ jako ciag przeptywdédw kapitatu miedzy dwoma pod-
miotami. Zyskiem z inwestycji nazywamy rdéznice miedzy suma otrzymanych wptat i suma

wydatkow.

Przyklad. Bank udziela deweloperowi kredyt na wybudowanie nieruchomosci. Na poczatku
inwestycji bank wyptaca 2 000 000 zt. Poczawszy od 10. miesigca deweloper sptaca kredyt w 16
rownych ratach po 128 500 zt. Mamy wtedy nastepujace przeplywy pieniezne (z punktu widze-

nia banku):
00:—2000000, 01:C2:...209:0, 0102011:...2025:128500.

(Indeks dolny ciggu oznacza numer miesiaca, w ktéorym wystapi dany przeptyw finansowy.) Zysk
banku wynosi
16 - 128 500 — 2 000 000 = 56 000.

Przyklad. Inwestor kupuje za 955 zl. dziesiecioletnig obligacje kuponowgq Skarbu Panstwa o no-
minale 1000 zt. Zgodnie z umowa Skarb Panstwa wykupuje na zakonczenie kazdego roku ko-
lejny kupon obligacji za 15 z}, a na zakonczenie inwestycji wyptaca dodatkowo nominalng war-

to$¢ obligacji. Mamy wtedy nastepujace przeplywy pieniezne (z punktu widzenia inwestora):
Co = —955, Ci=Cy=...=Cy=15, Cho = 1015.

(Indeks dolny ciggu oznacza numer roku, w ktérym wystapi dany przeptyw finansowy.) Zysk
inwestora wynosi

9-154 1015 — 955 = 195.

Oczywiscie wielkos¢ zysku w istotny sposéb zalezy od zainwestowanego kapitatu i od czasu
trwania inwestycji. Dlatego wprowadza sie pewne wspdtczynniki, ktére pozwalaja na poréwny-
wanie zyskow z réznych inwestycji. Zysk z inwestycji finansowej moze by¢ (formalnie) wypta-

cany na koncu badz na poczatku inwestycji.

Przyklad. Bank udziela klientowi kredytu w kwocie 1 000 zt, na okres 2 lat. Klient ma sptaci¢ po
tym okresie jednorazowo 1050 zt. Dzielac zysk banku przez zainwestowang przez Bank kwote

i liczbe lat otrzymamy tzw. nominalng roczng stope zwrotu:

1050 — 1000

=2 .
1000 - 2 S

Przyklad. Przedsiebiorca wystawia weksel opiewajacy na 1 000 z1, z terminem wykupu za 6 mie-

siecy. (Innymi stowy, przedsiebiorca zobowiazuje sie wyptaci¢ nabywcy weksla w terminie za pét



roku kwote 1000 zt.) Nabywca weksla ptaci za niego 985 zl, wobec czego jego zysk wyniesie
15 zt. Dzielac ten zysk przez otrzymywana kwote i liczbe lat otrzymamy tzw. nominalng roczng

stope dyskonta:
1000 — 985

1000-0,5 3%
Uwaga. W matematyce finansowej bardzo czesto stosowana jest tzw. zasada rownych miesiecy,
zgodnie z ktérg obliczenia przeprowadzamy tak, jak gdyby wszystkie miesiace mialy te sama

liczbe dni. Oczywiscie rok ma 12 miesiecy.

W przypadku jednoczesnego nabywania wielu weksli, dyskontujemy kazdy z nich z osobna,

stosujac ustalong stope dyskonta.

Przyklad. Przedsiebiorca wystawia dwa weksle, z ktérych kazdy opiewa na 1 000 zi, z terminem
wykupu odpowiednio za 6 i 12 miesiecy. Jezeli nominalna roczna stopa dyskonta wynosi 3 %,

to nabywca weksli powinien je naby¢ za

6 12
1000 - (1—3%5) 41000 (1—3%-5) — 985 + 970 = 1955 z.

Zadania do wykonania

a) Przedsiebiorca, chcac uzyska¢ 4 000 zt, wystawia na sprzedaz za te kwote cztery weksle,
z terminem wykupu odpowiednio za 3, 6, 9 i 12 miesiecy. Pierwsze trzy z nich opiewaja
na kwote 1020 zl, na czwartym kwota nie jest jeszcze wpisana.

(i) Ile wyniesie nominalna roczna stopa dyskonta, jezeli na czwartym wekslu wpiszemy
kwote 1020 zt? Odpowiedz podaj w postaci utamka zwyktego. (4 punkty)
(ii) Jaka kwote nalezy wpisa¢ na czwartym wekslu, jezeli nominalna roczna stopa dyskonta

wynosi 3 %? Odpowiedz zaokraglij do catkowitej liczby ztotych. (4 punkty)

b) Klient nabywa ciag 52 weksli, z ktérych kazdy opiewa na 1000 z1, z terminem wykupu na
koniec kazdego z tygodni w roku (zaktadamy, ze rok ma doktadnie 52 tygodnie). Ile klient
powinien zaptaci¢ za te weksle, jezeli zakladamy, ze nominalna roczna stopa dyskonta

wynosi 5%? (5 punktéw)



