XI Wojewoédzki Konkurs Matematyczny "W Swiecie Matematyki"
im. Prof. Wtodzimierza Krysickiego
Etap drugi - 26 lutego 2019 r.

Maksymalna liczba punktéw do zdobycia: 80.

. Drugi etap Konkursu sktada sie z 7 zadaii z trescia, w tym 3 zadari z matematyki wyzszej -

do zadari tych dotaczone sa definicje, twierdzenia i przyktady pomocne w ich rozwigzywaniu.

2. Maksymalna liczba punktéw do zdobycia za kazde z zadari podana jest przy jego numerze.

3. Zabrania sie korzystania z korektora.

. Dozwolone jest korzystanie z "Zestawu wybranych wzoréw matematycznych" wydawanych przez
Centralng Komisje Egzaminacyjna.

. Zabrania sie korzystania z kalkulatora.

. W przypadku stwierdzenia niesamodzielnej pracy uczestnika Konkursu (poza korzystaniem z ta-
blic matematycznych wymienionych w punkcie 4.) zostaje on wykluczony z Konkursu.



ZADANIE 1 (6 pkt.).
W szescian o krawedzi ¢ wpisano kule K. Wyznaczy¢ promien kuli K7 stycznej zewnetrznie do kuli K oraz

do trzech $cian szescianu.

ZADANIE 2 (8 pkt.).
Zadania do wykonania (5p + 3p):

(I) Znalez¢ wszystkie liczby rzeczywiste, ktore daja si¢ jednoznacznie przedstawié¢ jako iloczyn dwoch
liczb dodatnich, takich, ze réznica ich logarytméw o podstawie 2 jest rowna ilorazowi tych logaryt-
mow.

(II) Wyznaczy¢ najmniejszg i najwiekszg warto$¢ wyrazenia a sinx + bcosx przy ustalonych a,b € R.

ZADANIE 3 (12 pkt.).
Zadania do wykonania (5p + 7p):
I) Wykazac, ze jedli z,v, z € R spelniaja rownania = + y + z = 2yz, 2> = yz oraz « # 0, to 2> > 3.
y AN Y, p Ja Yy Yy Yy )
II) Liczby rzeczywiste x1, ..., z,, sa takie, ze 1 + ... + 2, = 0 oraz x2 + ... + 22 = 1. Wykazac¢, ze wérod
a 1 n

tych liczb sa dwie, ktérych iloczyn jest nie wiekszy od _71

ZADANIE 4 (14 pkt.).

DEFINICJIA 1. Powiemy, ze podzbidr I C R jest przedziatem domknietym, jezeli jest on jednej z postaci:
I=]a,b], I =][a,0), I =(—00,a], ] =R, gdzie a < b.

DEFINICJA 2. Niech I bedzie przedziatem domknietym i f : I — I. Powiemy, ze f jest odwzorowaniem

zwezajgeym, jezeli istnieje a < 1 taka, ze dla dowolnych x,y € I,
[f(z) = f(y)| < alz —yl.

PrzYKLAD 3. Funkcja f dana wzorem f(z) = 1z dla z € [0,00) jest odwzorowaniem zwezajacym.
Istotnie:
- dla dowolnego z € [0,00), f(z) = 3z € [0,00), zatem f : [0,00) — [0, 00);
- dla dowolnych z,y € [0, 00),

1 1 1 1
@)= 1001 = |32 - 33| = o= vl < o=,

TWIERDZENIE 4. Niech I bedzie przedziatem domknietym oraz f : I — I bedzie rézniczkowalna (na
ewentualnych kranicach I rozwazamy pochodne jednostronne). Jezeli dla pewnego o < 1 zachodzi

Voer |'(2)] < o,

to f jest odwzorowaniem zwezajgcym.
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UwAGA 5. Ponizej zaktadamy, ze f jest zdefiniowana na pewnym przedziale domknietym [ oraz
A B, CeRik,>1.
- jezeli f(z) = A+ Ba¥ + Cq!, to f'(x) = BkaF~! 4 Clal™!
- jezeli f(z) =vVA+zx, to f'(x) = 2\/1}‘7”

PRZYKEAD 6. Rozwazmy funkcje f dana wzorem f(x) = %xB dla z € [0,2]. Latwo widac¢, ze dla
z €10,2], f(z) €[0,2], czyli f : [0,2] — [0,2]. Jednoczesnie dla dowolnego = € [0,2], | f/(z)| = |{x2?| < 12.

Wobec Twierdzenia {d] f jest odwzorowaniem zwezajacym.

TWIERDZENIE 7. (Zasada Banacha)
Jezeli I jest przedziatem domknietym oraz f : I — I jest odwzorowaniem zwezajgcym, to f posiada
doktadnie jeden punkt staly ., tj. jedyny punkt x, € I spetniajgcy:

Dodatkowo, dla dowolnego xo € I, cigg (xy,) zdefiniowany przez:
Tnt1 = f(xy) dlan >1
jest zbiezny do xg.
Zasada Banacha moze by¢ wykorzystana do badania zbieznoéci ciaggu zadanego rekurencyjnie.

PrzZYKEAD 8. Niech (a,)5%, bedzie zdefiniowany ponizsza rekurencja:

(IQZO
an+1:1—%an dlan>1

% = %, itd. Pokazemy, ze ciag (an)5 jest

tzn. aoz(),alzl—%aozl—%Ozl,agzl—%al:1—
zbiezny i jego granica wynosi %
Dla z € [0,1], niech f(z):=1— Jx. Zauwazmy, ze dla dowolnego z € [0, 1], mamy:

e 01— %x <1

o [f'(@)=]-35l<3,
zatem f :[0,1] — [0,1] oraz f jest odwzorowaniem zwezajacym (na mocy Twierdzenia [4)).
7 zasady Banacha wnioskujemy wiec, ze f ma doktadnie jeden punkt staty z, i dla dowolnego z¢ € [0, 1],
ciag (x,)2, dany przez xn,41 = f(zp) =1 — %:rn, jest zbiezny do x.
W szczegolnosci, przyjmujac xo := 0 mozemy wywnioskowaé, ze rozwazany ciag (a,)5, jest zbiezny do
Z4. Pozostaje wyznaczyé .
Skoro x, to punkt staly f, to x. jest rozwigzaniem réwnania

Te = flxy) =1— %x*,

czyli, jak tatwo policzymy, x, = % Ostatecznie, ciag (an)5 jest zbiezny do %

Zadania do samodzielnego wykonania

Zadanie (4p + 4p + 6p)
Korzystajac z zasady Banacha udowodnij, ze zdefiniowane rekurencyjnie ciagi (an)5eq, (bn)nzg i (¢n)oy

sa zbiezne i wyznacz ich granice.



apg =0
py1 =1 — %(an)Q, dlan>1
(1I)

bp=0
{ bost = V3B, dlan>1
(I1T)
Ccy = 0
_ 1 2 1
Cn41 = _§(Cn) +cn + 3 dlan >1

ZADANIE 5 (13 pkt.).
Przez (Z) oznaczmy liczbe ﬁlk),, gdzie k,n € N,0 < k < n. Liczba (Z) ma interpretacje kombinato-
ryczna — jest to liczba k-elementowych podzbioréw zbioru n-elementowego. Dzieki temu mozna wykazaé
pewne réwnosci metodami kombinatorycznymi, ktére innymi metodami trudno sie dowodzi. Rozwazmy

dla przyktadu réwnosé:

k
<Z> :Z(T) <kl_i>,gdziem—i—l:nikgmin{m,l}.

i=0
Odpowiedzmy sobie na pytanie: na ile sposob6w mozna wybraé¢ k oséb sposréd n oséb. Wiemy dodatkowo,
ze wiréd tych oséb jest m mezczyzn i [ kobiet. Z jednej strony wiadomo, ze liczba takich sposobéw wynosi

(Z) 7, drugiej strony na (T) (kl_z) sposobéw mozna wybra¢ k oséb tak, aby wsréd nich bylto ¢ mezczyzn
oraz k — 1 kobiet. Zatem k 0s6b sposrod n 0s6b mozna wybraé na Zf:o (") (kl_z) Sposobow.
Zadania do samodzielnego wykonania

Zadanie (6p + Tp)

(I) Niech N, M € N oraz niech k£ < min{N, M}. Udowodnij réwnosci

S (DG
Z (N+M) =1

=0 k

i ) (]7)(1%1) kN

L

-5 (07

oraz

(II) Wykazac, ze

ZADANIE 6 (14 pkt.).

Furopejska opcja kupna jest to kontrakt dajacy nabywcy tej opcji prawo do kupna ustalonej ilosci
pewnego instrumentu podstawowego (najczesciej akeji) po okreslonej cenie wykonania K wytacznie w usta-
lonym terminie 7. Wystawca europejskiej opcji kupna ma w chwili 7' obowiazek sprzedazy (o ile nabywca
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bedzie zdecydowany na wykonanie opcji, czyli kupno) tej ustalonej ilosci instrumentu podstawowego po
okreslonej cenie K.

Od tego momentu zaktadamy, Zze opcja wystawiona jest na akcje niegenerujaca dodatkowych przychodéw.
Ponadto:

1
2

) Oprocentowanie lokat i kredytow jest jednakowe i state;
)
3) Zapewniona jest ptynnos¢ obrotu wszystkimi aktywami;
)
)

Mozliwos¢é zaciggania kredytéw jest nieograniczona;

4) Nie ma kosztéw zwigzanych z zawieraniem transakcji;
5
6) Wszystkie aktywa sa doskonale podzielne.

Zyski z inwestycji nie sa obciazone podatkami;

Funkcja wyptlaty europejskiej opcji kupna z ceng wykonania K i terminem wygasniecia T przedstawiona
jest wzorem max{Sr — K, 0}, gdzie S; oznacza cene akcji w chwili ¢.

Przy wyznaczaniu ceny europejskiej opcji kupna wystawionej na akcje o biezacej cenie Sy z cena
wykonania K, zakladamy, ze w jednym okresie cena akcji moze wzrosnaé¢ o czynnik w albo zmaleé
o czynnik d. Speliona musi by¢ nieréwnos¢ d < 1+ r < u, gdzie r > 0 jest efektywna stopa procen-
towa obowigzujaca w danym okresie. Przyktadowo, ceny akcji w chwili £ = 1 mozna opisa¢ nastepujaco:

o St = uSp, gdy nastapit wzrost ceny akcji;
° S‘f = dSy, gdy nastapit spadek ceny akcji.

% € [0,1]. Wielkos¢ ta nazywamy prawdopodobieristwem arbitrazowym.

Oznaczmy p :=
Przyjmijmy oznaczenia:
Cp — cena europejskiej opcji kupna w chwili £ = 0;

CY = max{S}{ — K,0} — wartos¢ europejskiej opcji kupna w chwili ¢ = 1 po wzroscie ceny akcji;
C¢ = max{S¢ — K,0} — wartos¢ europejskiej opcji kupna w chwili t = 1 po spadku ceny akcji.

Przyktad
Zalozmy, ze wartodc akcji spotki ABC w chwili ¢ = 0 wynosi Sp = 100zt oraz na koniec okresu moze
wzrosnac¢ o 50% lub zmaleé¢ o 30%. Efektywna stopa procentowa wynosi 20%. Wycenié¢ europejska opcje
kupna wystawiong na akcje tej spotki, jedli termin do wygasniecia T wynosi 1, a cena wykonania tej opcji
to 110zt

Rozwiazanie:
Wiemy, ze: u=1,5;d=0,7;r=0,2; K =110 zh
Stad S¥ = 1,5-100 zt = 150 zt; S¢ = 0,7 - 100 zt = 70 zt.

Aby wyceni¢ europejska opcje kupna, korzystamy z tzw. drzewa dwumianowego postaci:

Widzimy, ze przedstawia ono ,trojkat" o wierzchotkach Cy, C}' oraz C’{l, gdzie z prawdopodobienistwem
p wartos¢ europejskiej opcji kupna moze wzrosna¢ do C}' lub z prawdopodobienstwem 1 — p zmale¢ do
C¢. Przy wyznaczaniu Cy musimy uwzgledni¢ oba przypadki.

Wobec tego wyznaczmy p, C{' oraz Cf:



u
p Cl

CO
1p C?

_ 1402-07 _ 5
P="=35-07 — &

C% = max{S} — K;0} = max{100 - 1,5 — 110;0} = 40,
C’fl = max{Sf — K;0} = max{100- 0,7 — 110;0} = 0.

Aby wyznaczyé cene europejskiej opcji kupna na chwile ¢ = 0, nalezy skorzystaé ze wzoru

= — . U — . d
Co=1—(p-C+(1-p)-Cf). 2)
Stad
1 5 5 250
00:1+o,2<§'40+<1‘§>'0>=§“

W przypadku, gdy T° > 1, postepujemy analogicznie. Ponizej przedstawione jest uogdlnione drzewo
dwumianowe (w szczegolnosci dla dwéch okresow), gdzie C§* oznacza warto$¢ europejskiej opcji kupna
po dwoéch wzrostach ceny akcji, Cﬁ‘d wartos¢ europejskiej opcji kupna po wzroscie i spadku ceny akcji, za$
ng wartosé europejskiej opcji kupna po dwéch spadkach ceny akeji.

o _Cy
o _Cy

Cy e >y
1-p C‘lj

1-p ng

W tym przypadku drzewo zbudowane jest juz z wiekszej liczby ,trojkatow". Dla przyktadu, rozwazajac
strojkat" o wierzchotkach C}, C3* i C’gd, wartos¢ C7 (czyli wartos¢ europejskiej opcji kupna po wzroscie
ceny akcji) otrzymamy korzystajac ze wzoru (2). Najpierw jednak nalezy wyznaczy¢ wartosci koncowe

wu % oraz C94, korzystajac 7 analogicznych wzoréow do (1).

Zadanie do wykonania (14p): Rozwazmy akcje spotki XYZ o cenie biezacej Sy = 120 PLN. W
kolejnych dwoch okresach cena ta moze wzrosnaé¢ u-krotnie lub zmale¢ o 10%. Na te akcje wystawiono
europejska opcje kupna z cena wykonania K = 120 PLN (0 < K < 108u), trwajaca dwa okresy. Wiedzac,
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ze efektywna stopa procentowa w kazdym z tych okresow wynosi r = 5% oraz biezgca cena tej opcji wynosi

Co =16 1% PLN (82 PLN), obliczy¢ wskaznik wzrostu u.

ZADANIE 7 (13 pkt.). Definicja zbioru liczb naturalnych N poprzez zestaw aksjomatow - tzw. aksjo-

matyki Peana:
pojecia niedefiniowane: 1, pojecie przynalezno$ci (oznaczane symbolem €) oraz nastepnik liczby n

oznaczany S(n),

(A1) 1 jest liczba naturalna;
A2) nastepnik kazdej liczby naturalnej jest liczbg naturalna;

(A2)
(A3) 1 nie jest nastepnikiem zadnej liczby naturalnej;
(A4) dowolne dwie liczby naturalne majace réwne nastepniki sa rowne;
(Ab) zasada indukcji: Jesli X jest podzbiorem zbioru N takim, ze:
o lc X,
e dla kazdego n € N jeslin € X to S(n) € X,
to X =N

(standardowo definiujemy: 2 = S(1),3 = S(2) itd.).
Bazujac na powyzszej aksjomatyce mozemy rowniez zdefiniowac naturalne dziatania: dodawania i mnozenia
w zbiorze N.

e Dodawanie: dla n,m € N definiujemy n + 1 = S(n) oraz n + S(m) = S(n + m);

e Mnozenie: dla n,m € N definiujemy n-1=n oraz n-S(m) =n-m+ n.

TWIERDZENIE 1. Jesli N jest zbiorem liczb naturalnych zdefiniowanym w aksjomatyce Peana oraz +

jest dodawaniem zdefiniowanym jaok wyzej, to dlan € N mamyn+1=1+n.

DowoOD. Niech X = {n € N: n+1 =1+ n}. Wykorzystujac (A5) pokazemy, ze X = N.
Krok 1. : Zauwazmy, ze dla n = 1 mamy:

1+1=1+41.

Stad 1 € X.
Krok 2. : Niech ng € N i zalozmy, ze nyg € X. Pokazemy, ze S(ng) € X. Mamy:

1+ S(no) "L S(1 + no) "X S(ng + 1) = S(S(no)) “LT S(ng) + 1.

Stad S(ng) € X.
Podsumowanie: Wobec (A5) X = N co nalezalo pokazac.

Zadania do wykonania (5p +8p):
(I) Wykaz przemiennos¢ dodawania liczb naturalnych w aksjomatyce Peana, tj. wykaz, ze dla dowolnych
n,m € N zachodzi n +m = m + n.
(IT) Wykaz tacznos¢ dodawania liczb naturalnych w aksjomatyce Peana, tj. wykaz, ze dla dowolnych
n,m,k € N zachodzi (n+m)+k=n+ (m+ k).



